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�+: 0または正の実数
クラス K: ある連続関数 γ: �+ → �+ がクラス Kに含まれている
とは、γ が狭義単調増加関数で、γ(0) = 0であることである。

クラス K∞: ある連続関数 γ: �+ → �+がクラスK∞に含まれてい
るとは、γ がクラス K、かつ γ(r) → ∞ (r → ∞)となることである。

　　　
　　　クラス K∞

　

　　　
クラス Kだがクラス K∞ ではない

クラス K∞ には、�+ から �+ の逆関数が存在

記号の説明 (続き)
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クラス KL: ある連続関数 β: �+ ×�+ → �+がクラスKLに含ま
れているとは、sを固定したとき、β(·, s)がクラス Kで、rを固定し
たとき、β(r, ·)が減少関数、かつ、β(r, s) → 0, (s → ∞)となること
である。

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1 0

0.2

0.4

0.6

0.8

10
0.25

0.5

0.75

1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

s

r



入力=状態安定性 (ISS)の定義

入力=状態安定性 (ISS)

記号の説明
ISS の定義
線形系の場合
ISS の必要十分条件
別の必要十分条件
積分型規範
ISS 化問題
iss-clf

iss-clf の必要十分条件
ISS 化の必要十分条件

最適制御

非線形最適レギュレータ

非線形 H∞ 制御

出力 FB による非線形
H∞ 制御

Backstepping

結合系の安定性

システム制御理論特論 2014 年前期 – 5 / 119

「入力=状態安定性」(Input-to-State Stability,ISS): 非線形系

ẋ = f(x, t) + g1(x, t)d

を考える。原点 x = 0は全ての tに対して平衡点であるとする。
この系が入力=状態安定であるとは、クラスKL関数 βとクラスK関
数 χが存在し、すべての初期時刻 t0(> 0)、すべての初期状態 x(t0)、
すべての [0,∞)で連続な入力 d(·)に対し、微分方程式の解が存在し、

|x(t)| ≤ β(|x(t0)|, t− t0) + χ

(
sup

t0≤τ≤t
|d(τ)|

)
, ∀t > t0

となることである。

� β の項は、時間により減衰する初期状態の影響項
� χの項は、dが有界であれば、それに見合った大きさで有界な、入力の
影響項

線形系の場合
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時不変線形系 ẋ = Ax+Bdでは、

x(t) = exp(A(t− t0))x(t0) +

∫ t

t0

exp(A(t− τ))Bd(τ)dτ

なので、

|x(t)| ≤ exp{(max
i

Re(λi(A)))(t− t0)}|x(t0)|

+

∫ ∞

t0

| exp(A(τ))B|dτ · sup
t0≤τ≤t

|d(τ)|

となる。よって Aの全ての固有値の実部が負、すなわち線形系の意味で安
定ならば、ISSとなる。

ISSの必要十分条件
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ISSの必要十分条件 (Sontag and Wang 1995): 非線形系

ẋ = f(x, t) + g1(x, t)d

f(0, t) = 0

に対して、次のような、関数 V : �n ×�+ → �+が存在するとする。

γ1(|x|) ≤ V (x, t) ≤ γ2(|x|)
V̇ =

∂V

∂t
+

∂V

∂x
f(x, t) +

∂V

∂x
g1(x, t)d ≤ −γ3(|x|), for |x| ≥ ρ(|d|)

ここで、γ1, γ2, ρは、あるクラス K∞関数で、γ3は、あるクラス K
関数。
そのとき、系は ISSとなり、χ = γ−1

1 ◦ γ2 ◦ ρである。

証明は省略

ISSの別の必要十分条件
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時不変系のみを考える。そのとき、γ1(|x|) ≤ V (x) ≤ γ2(|x|)の条件は、単
に「V は正定で放射状に非有界」を意味している。

ISSの別の必要十分条件 (Sontag and Wang 1996): 非線形系

ẋ = f(x) + g1(x)d

f(0) = 0

に対して、放射状に非有界な正定関数 V : �n → �+ が存在し、

V̇ ≤ −a(|x|) + b(|d|)

となるものとする。ここで、a(·), b(·)はクラス K∞ である。そのと
き、またそのときに限り、系は ISSとなる。

|d|を固定したとき、a(·)がクラス K∞ であるので、必ず、ある一定値以上
の |x|の領域において V̇ < 0となる。



積分-積分型規範との等価性
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� 最大値-最大値型規範 (ISS)

|x(t)| ≤ β(|x(t0)|, t− t0) + χ(|d|∞)

� 積分-最大値型規範 (IISS)

α(|x(t)|) ≤ β(|x(t0)|, t− t0) +

∫ t

t0

χ(|d(τ)|)dτ

� 積分-積分型規範∫ t

t0

α(|x(τ)|)dτ ≤ β(|x(t0)|, t− t0) +

∫ t

t0

χ(|d(τ)|)dτ

最大値-最大値型規範 (ISS)と積分-積分型規範は等価である。

ISSならば、IISSである。逆は成り立たない。

ISS化問題
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今後は、時不変系だけを考える。

入力と外乱を持つ非線形系:

ẋ = f(x) + g1(x)d+ g2(x)u

ここで、dは外乱で、uは制御入力。

目的: あるフィードバック u = α(x)のもとで、

ẋ = f̃(x) + g1(x)d

= {f(x) + g2(x)α(x)}+ g1(x)d

が ISSとなるように、そのフィードバック則 α(x)を決めること。

iss-clf
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ISS-control Lyapunov function (iss-clf): なめらかで放射状に非
有界な正定関数 V が iss-clfであるとは、あるK∞関数 ρが存在して、
すべての dに対して、

|x| ≥ ρ(|d|) ならば
inf

u∈�m
{LfV + Lg1V d+ Lg2V u} < 0, x �= 0

となることである。

つまり、「ISSの必要十分条件を満たす uが存在する V (x)」。

iss-clfの必要十分条件
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Iss-clfであるための必要十分条件: なめらかで放射状に非有界な正
定関数 V が iss-clfである必要十分条件は、あるK∞関数 ρが存在し、

Lg2V (x) = 0 ならば LfV (x) + |Lg1V (x)|ρ−1(|x|) < 0, x �= 0

となること。

必要性: d = {ρ−1(|x|)/|Lg1V |}(Lg1V )T のときにも成り立たなければなら
ないことから自明。
十分性: |x| ≥ ρ(|d|)のとき、

inf
u
{LfV + Lg1V d+ Lg2V u} ≤ inf

u
{LfV + |Lg1V ||d|+ Lg2V u}

≤ inf
u
{LfV + |Lg1V |ρ−1(|x|) + Lg2V u} < 0, x �= 0

となることからわかる。



さらにもうひとつの issの必要十分条件
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このページでは、入力が無い場合の問題に戻って考える。
uが無い場合、すなわち常に g2(x) = 0の場合、この ISS-clfの必要十分条
件より、3つめの必要十分条件が得られる。

ISSであるための必要十分条件: なめらかで放射状に非有界な正定
関数 V とある K∞ 関数 ρが存在して、

LfV (x) + |Lg1V (x)|ρ−1(|x|) < 0, x �= 0

となること。

次のページでは、ISS化問題に再び戻って考える。

ISS化の必要十分条件
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解析的なシステム ẋ = f(x)+ g1(x)d+ g2(x)uを ISS化できるフィー
ドバック u = α(x)が存在するための必要十分条件は、scpを満たす
iss-clfが存在することである。

必要性: Sontag and Wangの結果より自明。
十分性: Sontag-type制御則が系を安定化することを示す。(次ページ)

ISS化における Sontag-type制御則

u = α(x)

=

⎧⎪⎨
⎪⎩
−ω +

√
ω2 + (Lg2V (Lg2V )T )2

Lg2V (Lg2V )T
(Lg2V )T , Lg2V �= 0

0, Lg2V = 0

ただし、ω = LfV + |Lg1V |ρ−1(|x|)。

ISS化の必要十分条件 (続き)
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Sontag-type制御則の下での V̇ を計算しよう。

� Lg2V �= 0のとき: |x| ≥ ρ(|d|)に対して、

V̇ ≤ |Lg2V |(|d| − ρ−1(|x|))−
√
ω2 + (Lg2V (Lg2V )T )2 < 0

� Lg2V = 0のとき: Iss-clfの必要十分条件より、|x| ≥ ρ(|d|)に対して、

V̇ ≤ LfV + |Lg2V |ρ−1(|x|) < 0

以上より、ISS化されていることがわかる。
また、scpを満たすならば Sontag-type制御則が連続であることも、安定化
問題と同様に示すことができる。

最適制御
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■ 単なる制約付き最適化問題
評価関数: J = F (x) → min

探索空間: x ∈ �n

等式制約条件: g(x) = 0, g(x) ∈ �m

不等式制約条件: hi(x) � 0, i = 1, . . . , � (h(x) � 0 と簡単に書く)

Lagrange乗数の導入
拡張評価関数:

Jext(x, λ, μ, γ) = F (x) + λT g(x) + μT (h(x)− (γ2
1 , . . . , γ

2
� )

T )

ただし、λ ∈ �m, μ ∈ ��, γ ∈ �� であるものとする。
制約を満たしている限り、Jext = J である。

準備 (2) — 「最適化」の復習
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最適解の必要条件は、 ∂Jext
∂(x, λ, μ, γ)

= 0

xに関して:
∂Jext
∂x

=
∂F

∂x
+ λT ∂g

∂x
+ μT ∂h

∂x
= 0

λに関して: g(x) = 0

μに関して: h(x)− (γ2
1 , . . . , γ

2
� )

T = 0

γ に関して: μiγi = 0

n+m+2�個の変数に関する n+m+2�本の代数方程式に問題が帰
着された。

KKT条件: (最小化の場合)

h(x) � 0, μ � 0, diag.(μ)h(x) = 0

準備 (3) — 「最適化」の復習
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Lagrange乗数の意味

g(x) = 0

J(x)のレベル面 ( 等高線 )

@J / @x

@g / @x

　

制約面とレベル面が接している。
→ 法線方向が一致

∂J

∂x
= −λ

∂g

∂x

つまり、

∂Jext
∂x

= 0, Jext = J + λg

また、∂Jext/∂λ = 0より、元の制
約式が得られる。

最適制御問題
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最適制御問題 与えられた状態方程式・初期条件・終端条件・拘束
条件の下で、評価関数を最小とする制御入力を求めよ。

典型的な問題設定 (終端時間 T 固定, 終端条件なし):

� 制御対象: ẋ = f(x) + g(x)u

� 評価規範 (Bolza型): J(x(0);u(·)) = F (x(T )) +

∫ T

0

L(x, u)dt

� 入力制約: K(u) � 0 ∈ ��

� 初期値: x(0) = x0

評価規範は、初期値 x(0)と入力 u(t)に関する汎関数。

汎関数: 簡単にいえば、関数の関数。つまり、関数を引数とする関
数。この場合は、入力が時間の関数で、評価規範はさらにその関数。

汎関数の場合、微分の代わりに変分を用いる。
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� 普通の関数 F (x)の場合: F (x+ dx) = F (x) +
dF

dx
dx+O(dx2)

dxが微小なら微分法。
実際、dxの一次の係数は微分そのもの。

� 汎関数 F (x(·))の場合は、x+ dxの代わりに x(t) + δx(t)
→ 変分法

t

x(t)

x(t) + ±x(t)

±x(t)

変分法 (2)

入力=状態安定性 (ISS)
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例 F (x(·)) = φ(x(T )) +

∫ T

0

L(x(t), ẋ(t), t)dt

これの変分を求めよう。

F (x+ δx)− F (x)

=
∂φ

∂x(T )
δx(T ) +

∫ T

0

∂L

∂x
δx+

∂L

∂ẋ
δẋ dt+O(δx2)

=
∂φ

∂x(T )
δx(T ) +

[
∂L

∂ẋ
δx

]T
0

+

∫ T

0

[
∂L

∂x
− d

dt

(
∂L

∂ẋ

)]
δx dt+O(δx2)

停留条件 (両端自由の場合)

∂L

∂ẋ
(x(0), ẋ(0), 0) = 0,

∂φ

∂x(T )
+

∂L

∂ẋ
(x(T ), ẋ(T ), T ) = 0,

∂L

∂x
− d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
= 0 (Euler-Lagrange方程式)

変分法の例 — 最速降下線 (1)
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問題 (最速降下線: Brachistocrone): 重力下で摩擦なく滑る物体 (物体の大
きさは無視)が点 Aから Bまで最短時間で移動するような曲線 y(x)を設計
する。(Bernoulli’ Challenge 1696)

A

B

x

y
mg

　

v =
√
2gy =

√
1 + y′2ẋ

↓

dt =

√
1 + y′2

2gy
dx

よって、問題は、

T =

∫ a

0

√
1 + y′2

2gy
dx → min

変分法の例 — 最速降下線 (2)
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Euler-Lagrange方程式: 1 + y′2 + 2yy′′ = 0

解はサイクロイド (Cycloid)曲線:
A

B



拡張評価規範 (1)
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最適制御問題に戻る。制約式に対応する補助変数 p(t) ∈ �n, μ(t) ∈ ��,
γ(t) ∈ �� を導入する。

拡張評価規範:

Jext = F (x(T )) +

∫ T

0

L(x, u)dt

+

∫ T

0

p(t)T (f(x) + g(x)u− ẋ)dt

+

∫ T

0

μ(t)T (K(u)− (γ2
1 , . . . , γ

2
� )

T )dt

拡張評価規範 (2)
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ハミルトニアンの導入: (プレ)ハミルトニアンを以下のように
定義する。

H(x, p, u) = L(x, u) + pT (f(x) + g(x)u)

すると拡張評価規範は、

Jext = F (x(T )) +

∫ T

0

H(x, p, u)dt

−
∫ T

0

pT ẋdt+

∫ T

0

μ(t)T (K(u)− diag(γ)γ)dt

と書ける。

変分の計算 (1)

入力=状態安定性 (ISS)

最適制御
準備
最適制御問題
変分法
変分法の例
拡張評価規範
変分の計算
最適性の必要条件
最適制御問題の解法
正準方程式の特徴

非線形最適レギュレータ

非線形 H∞ 制御

出力 FB による非線形
H∞ 制御

Backstepping

結合系の安定性

システム制御理論特論 2014 年前期 – 27 / 119

変分の導入: 最適解を x∗, p∗, u∗, μ∗, γ∗ とする。

x(t) = x∗(t) + δx(t),

p(t) = p∗(t) + δp(t),

u(t) = u∗(t) + δu(t)

μ(t) = μ∗(t) + δμ(t)

γ(t) = γ∗(t) + δγ(t)

また、最適な評価規範の値を J∗
ext とおく。

Jext = F (x∗(T ) + δx(T ))

+

∫ T

0

H(x∗ + δx, p∗ + δp, u∗ + δu)dt

−
∫ T

0

(p∗ + δp)T (ẋ∗ + δẋ)dt+

∫ T

0

(μ∗ + δμ)T {K(u∗ + δu)

− ((γ∗
1 − δγ1)

2, . . . , (γ∗
� − δγ�)

2)T }dt

変分の計算 (2)
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1次の変分だけ見て、さらに部分積分し、δx(0) = 0を使う。

Jext = J∗
ext +

∂F

∂x
(x∗(T ))δx(T )

+

∫ T

0

(
∂H

∂x
δx+

∂H

∂p
δp+

∂H

∂u
δu

)
x=x∗,p=p∗,u=u∗

dt

− p∗T (T )δx(T ) +

∫ T

0

ṗ∗T δxdt−
∫ T

0

ẋ∗T δpdt

+

∫ T

0

μ∗T ∂K

∂u

∣∣∣∣
u=u∗

δudt

+

∫ T

0

{K(u∗)− diag(γ∗)γ∗}T δμdt

− 2

∫ T

0

μ∗Tdiag(γ∗)δγdt+高次の変分



変分の計算 (3)
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停留条件

δpの係数: ẋ∗ =

[
∂H(x∗, p∗, u∗)

∂p∗
]T

δxの係数: ṗ∗ = −
[
∂H(x∗, p∗, u∗)

∂x∗

]T

δx(T )の係数: p∗(T ) =
[
∂F (x∗(T ))
∂x∗(T )

]T
初期条件: x∗(0) = x0

δuの係数:
∂H(x∗, p∗, u∗)

∂u∗ + μ∗T ∂K(u∗)
∂u∗ = 0

δμの係数: K(u∗)− diag(γ∗)γ∗ = 0

δγ の係数: μ∗Tdiag(γ∗) = 0

最適性の必要条件 (1)
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以降は ∗を省略して記述する。
■ xと pに関する条件
正準方程式:

ẋ =

[
∂H

∂p

]T

ṗ = −
[
∂H

∂x

]T

初期条件:
x(0) = x0

終端条件:

p(T ) =

[
∂F

∂x(T )

]T

最適性の必要条件 (2)

入力=状態安定性 (ISS)
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■ uに関する方程式

∂H

∂u
+ μT ∂K

∂u
= 0,

K(u)− diag(γ)γ = 0, μTdiag(γ) = 0　
Remark: これは、固定した xと pに対しての

H(x, p, u) → min, subject to K(u) � 0

という問題の必要条件にもなっている。
実際は、より強い以下の条件が uに関してなりたつ。
最小原理:
最適な uはK(u) � 0の制約内でハミルトニアンH を最小化する。
問題によっては、Hamiltonianの Lと終端コストの前に定数の abnormal
multiplierを掛ける必要があるが、ここで述べる標準的な問題では不要で
ある。

固定区間に関する最適制御問題の解法 (1)
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Finite Horizon問題で終端時間固定、初期値 x(0) = x0 が与えられて
いるときの最適制御問題の解き方:
1. ハミルトニアンを入力制約内で最小化する uを xと pの関数で求

める。それを u∗(x, p)とおく。
2. 正準方程式:

ẋ =

[
∂H

∂p

]T

ṗ = −
[
∂H

∂x

]T

x(0) = x0, p(T ) =

[
∂F

∂x(T )

]

に u = u∗(x, p)を代入した微分方程式を解く。
3. その解を u∗(x, p)に代入したものが最適入力である。



固定区間に関する最適制御問題の解法 (2)
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� 実際は、2.の 2点境界値問題を解くのが簡単ではない。そのため、各種
の数値計算法が提案されている。

� ハミルトニアンを最小化する uが一意に決まらない場合がある。たとえ
ば、ハミルトニアンが uに関して 1次で、uの係数が最適軌道上で 0に
なる場合である。
→ 最適特異制御 (完全には解けていない =未解決問題)

正準方程式の特徴 (1)
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ハミルトニアンの時間微分は、(uが微分可能だとして)

Ḣ =
∂H

∂x
ẋ+

∂H

∂p
ṗ+

∂H

∂u
u̇

=
∂H

∂x

∂H

∂p

T

+
∂H

∂p

(
−∂H

∂x

T
)

− μT ∂K

∂u
u̇

= −μT dK(u)

dt

� Ki(u) > 0のとき μi = 0
� ある区間で、Ki(u) = 0ならば、dKi/dt = 0

よって、ほとんどすべての tに対して Ḣ = 0

(仮の結論) 最適な uが時間に関して微分可能ならば、Hは定数である。
では、uが不連続に変化したときに、H はジャンプしないか?

正準方程式の特徴 (2)
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� xと pは連続に変化する。(正準方程式に従うから)
� 最適な uはハミルトニアンH を最小化する。

→ 最適な uに対しては、ハミルトニアンH も連続に変化
したがって、
H は最適軌道に沿って時間に関して定数である。

実は、この値は「終端時間を固定したことに対するラグランジュ乗数」に相
当するものである。
→ 終端時間自由あるいは Infinite Horizon問題の場合は、最適軌道に沿っ
てH = 0。

非線形最適レギュレータ

入力=状態安定性 (ISS)

最適制御

非線形最適レギュレータ
最適制御問題 (再掲)

最適性の原理
最適レギュレータ問題
随伴変数の限定
H の最小値 — 平方完成
HJ 方程式
安定性の検証
設計手順
線形系の場合
ハミルトニアン行列
安定多様体
Riccati 方程式の解法
OFP との関係
逆最適設計

非線形 H∞ 制御

出力 FB による非線形
H∞ 制御

Backstepping

結合系の安定性

システム制御理論特論 2014 年前期 – 36 / 119



最適制御問題 (再掲)
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典型的な問題設定 (終端時間 T 固定, 終端条件なし):

� 制御対象: ẋ = f(x) + g(x)u
� 評価規範 (Bolza型):

J(x(0);u(·)) = F (x(T )) +

∫ T

0

L(x, u)dt → min

� 入力制約: K(u) � 0 ∈ ��

� 初期値: x(0) = x0

最適性の原理
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制御区間を [0, T ]としたときの最適制御の解を {x∗(·), u∗(·)}とする。
制御区間を [τ, T ], 初期値を x∗(τ)としたときの最適制御の解を
{x̂∗(·), û∗(·)}とすると、

x̂∗(t) = x∗(t), û∗(t) = u∗(t), t ∈ [τ, T ]

u*(t)

u*(t)b

x*(¿) = x*(¿)b

¿ T0

最適制御 u∗(t)の値は、そのときの状態と残り時間 T − tで記述可能
このとき初期値 x(0)は不要
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最適レギュレータ問題: 与えられた評価規範を最小化するフィード
バック則 u = α(x, t)を求める。

� 特に、無限制御区間のとき (T = ∞)で、終端コストが無い
(F (x(T )) = 0)のとき、最適フィードバック則は時間によらず u = α(x)
のように書くことができる。以降はこの無限制御区間のときのみ考える。

� 以降、f(0) = 0, L(0, 0) = 0, L(x, u) � 0と仮定する。
� さらに、T = ∞なので評価規範の積分が発散しないように、考えてい
る uの関数のクラスを

U(x(0)) = {u(·) :初期値 x(0)に対する解 x(t)が 0に収束 }

に限定する。このクラス以外の uを考えても評価規範が発散するだけな
ので無駄である。
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以降は、
L(x, u) = L0(x) +

1

2
uTRu

とする。ここで、L0(x)は (準)正定関数, Rは正定行列。
また、これ以降、入力制約が無い場合を考える。

(プレ)ハミルトニアン:

H(x, p, u) = pT (f(x) + g(x)u) + L0(x) +
1

2
uTRu

　

もし、

p =
∂V

∂x

T

, V (0) = 0

の形に限定すれば、∫ ∞

0

H(x, p, u)dt+ V (x(0)) = J(x(0);u), u ∈ U(x(0))
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ハミルトニアンを uに関して平方完成する。

H(x, p, u) = pT f(x) + L0(x)− 1

2
pT g(x)R−1g(x)T p

+
1

2
(u+R−1g(x)T p)TR(u+R−1g(x)T p)

(プレ)ハミルトニアンH(x, p, u)は、

u = −R−1g(x)T p

のとき最小値を持ち、そのときの最小値は、

H∗(x, p) = pT f(x) + L0(x)− 1

2
pT g(x)R−1g(x)T p

H(x, p, u)をプレハミルトニアン、H∗(x, p)をハミルトニアンと区別して言
うことがある。

Hamilton-Jacobi方程式 (1)
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Hamilton-Jacobi方程式 (HJ方程式):

H∗
(
x,

∂V

∂x

T
)

=
∂V

∂x
f(x)+L0(x)− 1

2

∂V

∂x
g(x)R−1g(x)T

∂V

∂x

T

= 0

を満たす、正定関数 V (x)が存在すると仮定する。

右辺をゼロとするのは、無限制御区間問題では最適軌道に沿ってハミルトニ
アンがゼロになるからである。
正定解の存在性と pT = ∂V/∂xと置くことの正当性については後で述べる。
とりあえず今回は、十分条件だけ求める。

Hamilton-Jacobi方程式 (2)
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すると、

V (x(0))

� 1

2

∫ ∞

0

(u+R−1g(x)T
∂V

∂x

T

)TR(u+R−1g(x)T
∂V

∂x

T

)dt

+ V (x(0))

= J(x(0), u), u ∈ U(x(0))

となる。
評価規範 J(x(0), u)は

u = u∗(x) = −R−1g(x)T
∂V

∂x

T

のとき最小値を持ち、そのときの J の値は V (x(0))である。

V (x)

を値関数と呼ぶこともある。
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V (x)は正定関数なので、これを Lyapunov関数として安定性を検証する。

� V (x)は放射状に非有界と仮定
� 最適入力: u∗ = −R−1g(x)T (∂V/∂x)T

V (x(t))の時間微分:

V̇ =
∂V

∂x
(f(x) + g(x)u∗) = −L(x, u∗)

= −L0(x)− 1

2
u∗(x)TRu∗(x) � 0
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L(x, u∗(x)) = 0となる集合、すなわち、

u∗(x) = 0 and L0(x) = 0

なる集合に収束。

最適レギュレータの安定性: L(x, u)を出力としたゼロ状態可検出性
が成り立つなら最適フィードバックの下で系は大域的漸近安定。

特に、L0(x)が正定関数なら必ず大域的漸近安定。
⇒ レギュレータ (安定化器)の名前の由来

L0(x)が正定関数であるとして、逆に、ある V (x)が HJ方程式を満たし、
フィードバック u = u∗(x) = −R−1g(x)T∂V/∂x

T が原点を漸近安定化する
のであれば、J(x(0);u∗) = V (x(0))より、V (x)は正定関数である。
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とりあえず、まだ十分条件のままであるが、設計手順をまとめる。

1. u = 0のもとで L0(x)を出力としたゼロ状態可検出性が成り立つ
ことを確認する。

2. Hamilton-Jacobi方程式:

H∗(x,
∂V

∂x
) = 0

の正定解 V (x)が存在すると仮定し、それを求める。
3. そのとき、最適フィードバック

u = u∗(x) = −R−1g(x)T
∂V

∂x

T

は評価規範を最小化し、その時の閉ループ系の原点は漸近安定と
なる。
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線形系: ẋ = Ax+Bu

評価規範: J =
1

2

∫ ∞

0

xTQx+ uTRudt → min, Q > 0, R > 0

値関数: V (x) =
1

2
xTPx, P > 0

Hamilton-Jacobi方程式:

1

2
xT
(
PA+ATP − PBR−1BTP +Q

)
x = 0

線形系の場合 (2)
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Riccati方程式:

PA+ATP − PBR−1BTP +Q = 0

の解 P (> 0)が存在するならば、最適フィードバックは

u = −R−1BTPx

線形系の場合は、(A,B)が可制御なら、必ず Riccati方程式の正定解は存在。
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評価規範: J =

∫ T

0

L0(x) +
1

2
uTRudt, R > 0

ハミルトニアンを最小化する u: u∗(x, p) = −R−1g(x)T p

線形近似
　

ẋ = Ax+Bu+O((x, u)2)

J =
1

2

∫ T

0

xTQx+ uTRudt+O(x3)

(A,B)が可制御, Q > 0と仮定。

正準方程式の原点周りの一次近似:

d

dt

(
x
p

)
� AH

(
x
p

)
=

[
A −BR−1BT

−Q −AT

](
x
p

)

AH をハミルトニアン行列という。
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ハミルトニアン行列の性質: AH が固有値 λ を持つならば、−λ も
AH の固有値である。

証明 AH が

(λI −AH)

(
f
g

)
= 0

なる固有値 λと右固有ベクトル (fT , gT )T を持つとする。そのとき、
(−gT , fT )(−λI −AH) = 0が成り立つことが簡単な計算でわかる。つまり、
AH は固有値 −λと左固有ベクトル (−gT , fT )を持つ。�

この場合のハミルトニアン行列は虚軸上に固有値を持たない。(H∞制
御の場合のハミルトニアン行列など一般の場合はその限りではない。)
この性質を系が双曲的であるという。
つまり、
適切な仮定の下で、最適制御問題の正準方程式系の線形近似は、n個
の安定な固有値と n個の反安定な固有値を持つ。
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適切な仮定の下で、最適制御問題の正準方程式系は、n次元の安定多
様体と n次元の不安定多様体を持つ。

x

p

Stable
manifold

Unstable
manifold

x(0) = x0

p(T ) = 0

T = ∞のとき、

p(∞) = 0

つまり、
最適解は安定多様体上。

安定多様体 (2)
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安定多様体が xの空間に対して射影的であれば、安定多様体は pT = ω(x)
のように書ける。
そのときの最適フィードバック: u = −R−1g(x)Tω(x)

命題: 双曲的なハミルトンシステムの安定多様体・不安定多様体
はラグランジュ多様体である。
ラグランジュ多様体の説明には微分幾何の知識が必要になるので、ここでは
触れない。
ただし、次のことがいえる。
ラグランジュ多様体が原点近傍で射影的であれば、pT = ω(x)と書け
るが、そのとき ωは完全微分形式である。
つまり、原点近傍で

ω =
∂V

∂x

なるスカラー関数 V (x)が存在する。
これが、p = [∂V/∂x]T とおくことができる根拠。
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ここでは、線形系の場合の Riccati方程式

PA+ATP − PBR−1BTP +Q = 0

の解法 (有本=ポッターの解法)を説明する。これは、正準系の安定多様体
(線形の場合、安定な部分空間)を求める方法である。
線形の正準方程式:

d

dt

(
x
p

)
= AH

(
x
p

)
=

[
A −BR−1BT

−Q −AT

](
x
p

)

の安定多様体が p = [∂V/∂x]T = Pxとなることを利用して、P を求める。

Riccati方程式の解法 (2)
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1. AH の安定な固有値に対する固有ベクトル空間:

AH

[
S1

S2

]
=

[
S1

S2

]
Λ

Λ: n個の安定な固有値と同じ固有値を持つ行列
2. すると、その固有ベクトル空間上に (xT , pT )T がある。(

x
p

)
=

(
x
Px

)
=

[
S1

S2

]
k

x = S1k, Px = S2kから係数 kを消去すると、Px = S2S
−1
1 x

Riccati方程式の解は、P = S2S
−1
1
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HJ方程式より、開ループ系に対して、

V̇ = LfV + LgV · u � LgV · u+
1

2
LgV (x)R−1LgV (x)T

ここで、û = R1/2u, ŷ = R−1/2LgV (x)T = −R1/2u∗(x)とおくと、

V̇ � ûT ŷ +
1

2
ŷT ŷ

ûを入力、ŷを出力とする制御対象は OFP(−1/2)。

R{1/2 R{1/2LgV(x)
TPlant0

+

{

u u (= u*) x y^ ^

線形系では、
ゲイン余裕:∞, 位相余裕:60◦, ゲイン下限: 最適ゲインの半分
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定理: 次の 2つは同値である。
(1) システム 1

ẋ = f(x) + g(x)u

に対するフィードバック則 u = −k(x)は、閉ループ系を漸近安定化し、
かつ、ある L0(x) ≥ 0 (L0(0) = 0)が存在し、評価規範

J =

∫ ∞

0

L0(x) +
1

2
uTRudt

を最小とするフィードバックである。
(2) システム 2

ẋ = f(x) + ĝ(x)û = f(x) + g(x)R−1/2û

y = R1/2k(x)

は「ゼロ入力下でゼロ状態可検出」で、正定なストレージ関数に対し
OFP(−1/2)である。
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証明 (1) → システム 2のOFP(-1/2)は既に示した。(1) → システム 2の
「ゼロ入力下でのゼロ状態可検出性」を次に示す。ẋ = f(x)− g(x)k(x)は漸
近安定なので y = R1/2k(x)に対してゼロ状態可検出性は当然成り立つ。こ
れは、ẋ = f(x), y = R1/2k(x)に対するゼロ状態可検出性と同値であり、
(1)ならば (2)は示された。
次に (2)ならば (1)を考える。(2)が成り立つならば、Hill=Moylanの定理
より、q(x)と正定関数 S(x)が存在し、

LfS = −1

2
q(x)T q(x) +

1

2
k(x)TRk(x)

Lg′S = k(x)TR1/2

S(x) = V (x), 2L0(x) = q(x)T q(x)とおけば、これは HJ方程式そのものと
最適入力の式になる。また、最適入力の下では k(x) = 0かつ L0(x) = 0の
集合に漸近するのでゼロ状態可検出性より u = −k(x)はシステム 1を漸近
安定化する。

逆最適設計 (1)
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L0(x)の選び方によらず、最適フィードバックは、一定の好ましい性質を
持つ。

OFP(−1/2)かつゼロ状態可検出な出力 yを探す →
u = −yはある L0(x)に対して最適なフィードバック

逆最適設計: L0(x)は最初に決めないで、つまり評価規範を最初に決
めないで、ある意味での最適なフィードバック則を導く。

逆最適設計 (2)
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定理 (逆最適設計の手順): ある放射状に非有界な clf V (x) に
対し、フィードバック u = k1(x) = −(1/2)R(x)−1(LgV )T (R(x)は
正定行列)が系を大域的漸近安定化し V (x)を強リアプノフ関数とし
て持つものとする。そのとき、ゲインを 2 倍にしたフィードバック
u = k2(x) = −R(x)−1(LgV )T は逆最適制御則。

証明: u = k1(x)の下で漸近安定なので、

V̇ = LfV + LgV · k1 = −W (x) < 0 (x �= 0)

このとき、開ループ系に対して、

V̇ = LfV + LĝV û = −W (x) + LĝV (û− ŷ/2)

< ŷT
(
û− 1

2
ŷ

)
(x �= 0)

なので OFP(−1/2)である。

逆最適設計 (3)
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� 逆最適設計では、制御則が u = −R(x)−1LGV
T (R(x) > 0)の形をして

いる、ということが重要。
� この形のフィードバック則は Jurdjevic-Quinn型制御則と呼ばれる。
� Sontag型制御則も Jurdjevic-Quinn型制御則ではあるが、LgV (x) = 0
となる点 xで R(x)−1 の部分がゼロになる。

� R(x)の部分を設計することで、漸近安定化する制御則でかつ逆最適と
なるような様々な制御則公式を作り出せる。
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Sontag型制御則のゲインを半分にしたものも漸近安定化制御則である。
実際、clfの性質より

V̇ =
1

2

{
LfV −

√
LfV 2 + (LgV · LgV T )2

}
< 0 (x �= 0)

LgV (x) = 0となる点での不具合を避けるために Sontag型制御則を
改変:

u = α′
S(x) = αS(x)− c · LgV

T (c > 0)

は必ず逆最適制御則。
(û → ŷではなく、) uから α′

S(x)までのセクタ余裕を考えて、cの値は決定
される。
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ロバスト制御 (1)
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ロバスト性: 外乱・モデル化誤差の影響を受けないこと。

線形のH∞ 制御: 外乱から評価出力までの伝達関数のノルム (=H∞ ノル
ム)をある値以下に押さえる制御

線形系では、H∞ノルムとL2ゲインは等しいので、非線形系でもL2

ゲインを使って、同じ事ができる。

ロバスト制御 (2)

入力=状態安定性 (ISS)

最適制御

非線形最適レギュレータ

非線形 H∞ 制御
ロバスト制御
L2 ゲイン
散逸不等式
ハミルトン=ヤコビ不等式
安定性の条件
線形系の場合
H∞ 制御問題
二人零和微分ゲーム
ハミルトニアンの鞍形点
HJI 方程式
二人零和微分ゲームの解
状態 FBH∞ 制御

出力 FB による非線形
H∞ 制御

Backstepping

結合系の安定性

システム制御理論特論 2014 年前期 – 64 / 119

線形のロバスト安定性

+

¢(s)

G0(s)

¢(s)

G0(s)
+

+

{

条件: � Δ(s)そのものは安定
� |Δ(jω)| < h(ω)なる正の関数 h(ω)が既知

そのような全てのΔ(s)に関して閉ループ系が安定となる必要十分条件
� Δ(s) = 0のときの閉ループ系が安定、かつ
� |1 +G0(jω)| > h(ω)
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+

¢(s)
{

1 + G0(s)

1

一巡伝達関数の位相情報は不明 → ゲイン条件だけ∣∣∣∣Δ(jω)
1

1 +G0(jω)

∣∣∣∣ < 1 ⇒ |Δ(jω)| < |1 +G0(jω)|

⇒ |1 +G0(jω)| > h(ω)

キーポイントは、ループ内ゲインを 1以内に押さえるということ。⇒
未知部分に入る入力の「大きさ」を小さくする。
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h(ω)が定数 Lのとき
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非線形のゲインとはどのようなものだろうか?

非線形系:

ẋ = f(x) + g(x)w

z = h(x)

x ∈ �n: 状態ベクトル, w ∈ �m: 外乱など, z ∈ �p: 評価出力
f , g, hは十分滑らかで、f(0) = 0, h(0) = 0と仮定

L2 ゲインの定義: ある γ > 0に対し、初期条件 x(t0) = 0のもとで
∫ t

t0

|z|2dt � γ2

∫ t

t0

|w|2dt, ∀w ∈ L2 ∩ Lc
∞, ∀t > t0

を満たす正定数 cが存在するならば，系は，局所的に γ 以下のL2 ゲ
インをもつという。
外乱から評価出力までのL2 ノルムの比が γ 以下

散逸不等式 (1)
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以下の事実を思い出そう。

ストレージ関数 V (x)が存在し、
供給率 s(w, z)に関して散逸的 ⇔

x(t0) = 0のとき
∫ t

t0

s(w, z)dt � 0, ∀t � t0

つまり、γ 以下の L2 ゲインをもつことと、ストレージ関数 V (x)が
存在し、供給率 s(w, z) = γ2|w|2 − |z|2 に関して散逸的となることは
同値。

以下、ストレージ関数の微分可能性を仮定する。
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(微分)散逸不等式: (V̇ � s(. . . ))

LfV + LgV · w � γ2|w|2 − |h(x)|2 = γ2wTw − h(x)Th(x)

移項して wに関して平方完成すると

LfV + hTh+
1

4γ2
LgV · LgV

T − γ2(w − 1

2γ2
LgV

T )T (w − 1

2γ2
LgV

T ) � 0

右辺は、w = (1/2γ2)LgV
T (最悪外乱)のとき、

最大値 LfV + hTh+ (1/4γ2)LgV · LgV
T を持つ。

全ての wに対して散逸不等式を満たす必要十分条件は

LfV + hTh+
1

4γ2
LgV · LgV

T � 0

⇒ ハミルトン=ヤコビ不等式

ハミルトン=ヤコビ不等式
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ハミルトン=ヤコビ不等式

LfV + hTh+
1

4γ2
LgV · LgV

T � 0

の準正定解 V (x)が存在。⇒ 局所的に γ 以下のL2ゲインをもつため
の十分条件。ただし、安定性はわからない。

1. 最適レギュレータの HJ方程式とは符号が違い、方程式が不等式になっ
ている。

2. 不等式を等式としても、準正定解が一意でないかもしれない。

安定性の条件 (1)
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正定で放射状に非有界なストレージ関数 V (x)がハミルトン=ヤコビ不等式
を満たしていると仮定する。
安定性を調べたい ⇒ V (x)をリアプノフ関数として検証
� w = 0のとき、

V̇ = LfV � −hTh− 1

4γ2
LgV · LgV

T � −h(x)Th(x)

「z = h(x)を出力とし w = 0としたシステムがゼロ状態可検出」なら
ば、w = 0のとき大域的漸近安定。

� “厳密な”HJ不等式

LfV + hTh+
1

4γ2
LgV · LgV

T < 0 (x �= 0)

が成り立つとすると、w = 0のとき、V̇ < 0 (x �= 0)となるので、大域
的漸近安定。

安定性の条件 (2)

入力=状態安定性 (ISS)

最適制御

非線形最適レギュレータ

非線形 H∞ 制御
ロバスト制御
L2 ゲイン
散逸不等式
ハミルトン=ヤコビ不等式
安定性の条件
線形系の場合
H∞ 制御問題
二人零和微分ゲーム
ハミルトニアンの鞍形点
HJI 方程式
二人零和微分ゲームの解
状態 FBH∞ 制御

出力 FB による非線形
H∞ 制御

Backstepping
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「z = h(x)を出力とし w = 0としたシステムがゼロ状態可検出」とし、HJ
方程式 (HJ不等式に含まれている)を考える。
� 準正定解 V (x)は一意とは限らないし、存在するかどうかも不明。
� 最悪外乱下で安定かどうかはわからない。たとえ最悪外乱下で不安定
だったとしても、原点から出発した解は原点にとどまるし、原点以外か
ら出発して発散する場合でも、外乱の γ 倍よりも出力が小さければL2

ゲインの定義を満たす。
� 最悪外乱 (V (x)に依存することに注意)の下で安定であることを保証す
るような V (x)を安定化解と呼ぶ。

� もし、Hamiltonian行列が虚軸上に固有値を持たずに、正準系が双曲的
なら安定化解があるはずである。なぜなら、正準系の安定多様体上に制
約されたダイナミクスは最悪外乱下での制御対象のダイナミクスに一致
するからである。

また、厳密な HJ不等式の準正定解は、正定である。
非線形系の場合、大域性を考えると正定解以外は使いづらいので、以降では
主に正定解のみ考える。



線形系の場合

入力=状態安定性 (ISS)

最適制御

非線形最適レギュレータ

非線形 H∞ 制御
ロバスト制御
L2 ゲイン
散逸不等式
ハミルトン=ヤコビ不等式
安定性の条件
線形系の場合
H∞ 制御問題
二人零和微分ゲーム
ハミルトニアンの鞍形点
HJI 方程式
二人零和微分ゲームの解
状態 FBH∞ 制御

出力 FB による非線形
H∞ 制御

Backstepping
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線形系
ẋ = Ax+Bw, z = Cx

に対し、「ゼロ外乱下でのゼロ状態可検出性」を仮定する。
この系が γ 以下のL2 ゲインを持つ条件:

PA+ATP + CCT +
1

γ2
PBBTP � 0

を満たす準正定解 P が存在すること。

この系が γ 未満のL2 ゲインを持つ条件:

PA+ATP + CCT +
1

γ2
PBBTP < 0 (x �= 0)

を満たす正定解 P が存在すること。

V (x) = xTPxと置いた場合に相当している。

H∞制御問題 (1)

入力=状態安定性 (ISS)

最適制御

非線形最適レギュレータ

非線形 H∞ 制御
ロバスト制御
L2 ゲイン
散逸不等式
ハミルトン=ヤコビ不等式
安定性の条件
線形系の場合
H∞ 制御問題
二人零和微分ゲーム
ハミルトニアンの鞍形点
HJI 方程式
二人零和微分ゲームの解
状態 FBH∞ 制御

出力 FB による非線形
H∞ 制御

Backstepping
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制御対象:

ẋ = f(x) + g1(x)w + g2(x)u

z = h(x) + j1(x)w + j2(x)u

� x ∈ �n : 状態ベクトル, w ∈ �m : 外乱などの外生信号,
u ∈ �� : 制御入力, z ∈ �p : 評価出力

� ある平衡点 x = 0が存在し，f(0) = 0, h1(0) = 0

問題設定: 外乱 w(·) から出力 z(·) への L2 ゲインが，あらかじめ決
定された値 γ (> 0) 以下であるような制御入力 uを設計する。

H∞制御問題 (2)

入力=状態安定性 (ISS)

最適制御

非線形最適レギュレータ

非線形 H∞ 制御
ロバスト制御
L2 ゲイン
散逸不等式
ハミルトン=ヤコビ不等式
安定性の条件
線形系の場合
H∞ 制御問題
二人零和微分ゲーム
ハミルトニアンの鞍形点
HJI 方程式
二人零和微分ゲームの解
状態 FBH∞ 制御

出力 FB による非線形
H∞ 制御

Backstepping

結合系の安定性

システム制御理論特論 2014 年前期 – 75 / 119

すなわち，評価関数

J(x0, w, u) =

∫ ∞

0

‖z(τ)‖2 − γ2‖w(τ)‖2 dτ, x(0) = x0

を考え，x0 = 0のとき J がすべての w(·) ∈ L2 に対して，非正であるよう
な制御入力 u = k2(x)を見つける問題。

二人零和微分ゲーム

入力=状態安定性 (ISS)

最適制御

非線形最適レギュレータ

非線形 H∞ 制御
ロバスト制御
L2 ゲイン
散逸不等式
ハミルトン=ヤコビ不等式
安定性の条件
線形系の場合
H∞ 制御問題
二人零和微分ゲーム
ハミルトニアンの鞍形点
HJI 方程式
二人零和微分ゲームの解
状態 FBH∞ 制御

出力 FB による非線形
H∞ 制御

Backstepping
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非線形H∞ 制御における二人零和微分ゲーム: 一方のプレーヤーは入
力 uにより評価関数を最小化することを目的とし、もう一方のプレー
ヤーは外乱 w を制御することにより同じ評価関数を最大化することを
目的とする。

すなわち，
それぞれのプレーヤーにとって最適な戦略 (=最悪外乱・制御則)

w = k∗1(x), u = k∗2(x)

が存在し

J(x0, w, k
∗
2) � J(x0, k

∗
1 , k

∗
2) � J(x0, k

∗
1 , u),

∀w; ∀u ∈ U(x0, k
∗
1)

とすることが可能であるならば，その k∗1 , k
∗
2 を見つけよ。

ここで，U(x0, k
∗
1)は，w = k∗1(x)のもとで，x → 0(t → ∞)となる u(·)の

集合である。



ハミルトニアン関数の鞍形点 (1)

入力=状態安定性 (ISS)

最適制御

非線形最適レギュレータ

非線形 H∞ 制御
ロバスト制御
L2 ゲイン
散逸不等式
ハミルトン=ヤコビ不等式
安定性の条件
線形系の場合
H∞ 制御問題
二人零和微分ゲーム
ハミルトニアンの鞍形点
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出力 FB による非線形
H∞ 制御
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ハミルトニアン関数:

H(x, p, w, u) = ‖h(x) + j1(x)w + j2(x)u‖2
− γ2‖w‖2 + p(f(x) + g1(x)w + g2(x)u)

ハミルトニアン関数の (w, u)に関する鞍形点 (w∗(x, p), u∗(x, p))がある
(x, p)に対して唯一存在するならば、

H(x, p, w, u∗(x, p)) � H(x, p, w∗(x, p), u∗(x, p)) � H(x, p, w∗(x, p), u)

仮定: 各 x に対し、
� R1(x) = γ2I − j1(x)

T j1(x) > 0
� R2(x) = j2(x)

T j2(x) > 0

ハミルトニアン関数の鞍形点 (2)

入力=状態安定性 (ISS)

最適制御

非線形最適レギュレータ

非線形 H∞ 制御
ロバスト制御
L2 ゲイン
散逸不等式
ハミルトン=ヤコビ不等式
安定性の条件
線形系の場合
H∞ 制御問題
二人零和微分ゲーム
ハミルトニアンの鞍形点
HJI 方程式
二人零和微分ゲームの解
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出力 FB による非線形
H∞ 制御
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結合系の安定性

システム制御理論特論 2014 年前期 – 78 / 119

ハミルトニアン関数の鞍形点

w∗(x, p) =
1

2
Λ−1{(gT1 − ΞgT2 )p

T + 2(jT1 − ΞjT2 )h}

u∗(x, p) = −1

2
Γ−1{(ΩgT1 + gT2 )p

T + 2(ΩjT1 + jT2 )h}

ただし Ξ = jT1 j2R
−1
2 , Ω = jT2 j1R

−1
1 ,

Λ = R1 + ΞjT2 j1 > 0, Γ = R2 +ΩjT1 j2 > 0

ハミルトニアン関数の平方完成

H(x, p, w, u) = H∗(x, p)− (w − w∗)TΛ(w − w∗)

+ {u− u∗ + ΞT (w − w∗)}TR2{u− u∗ + ΞT (w − w∗)}
= H∗(x, p) + (u− u∗)TΓ(u− u∗)

− {w − w∗ +ΩT (u− u∗)}TR1{w − w∗ +ΩT (u− u∗)}

Hamilton-Jacobi-Isaacs方程式

入力=状態安定性 (ISS)

最適制御

非線形最適レギュレータ

非線形 H∞ 制御
ロバスト制御
L2 ゲイン
散逸不等式
ハミルトン=ヤコビ不等式
安定性の条件
線形系の場合
H∞ 制御問題
二人零和微分ゲーム
ハミルトニアンの鞍形点
HJI 方程式
二人零和微分ゲームの解
状態 FBH∞ 制御

出力 FB による非線形
H∞ 制御

Backstepping
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Hamilton-Jacobi-Isaacs方程式:

H∗
(
x,

∂V

∂x

)
= 0

の正定解があるものと仮定。
鞍形点の性質より

H

(
x,

∂V

∂x
,w, u∗

(
x,

∂V

∂x

))
� 0, ∀w

H

(
x,

∂V

∂x
,w∗

(
x,

∂V

∂x

)
, u

)
� 0, ∀u

二人零和微分ゲームの解 (1)

入力=状態安定性 (ISS)

最適制御

非線形最適レギュレータ

非線形 H∞ 制御
ロバスト制御
L2 ゲイン
散逸不等式
ハミルトン=ヤコビ不等式
安定性の条件
線形系の場合
H∞ 制御問題
二人零和微分ゲーム
ハミルトニアンの鞍形点
HJI 方程式
二人零和微分ゲームの解
状態 FBH∞ 制御

出力 FB による非線形
H∞ 制御

Backstepping
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恒等式:

H

(
x,

∂V

∂x
,w, u

)
=

dV

dt
+ ‖z‖2 − γ2‖w‖2

積分すると

V (x(t1))− V (x0) +

∫ t1

0

‖z‖2 − γ2‖w‖2dt � 0, ∀w; u = u∗(x,
∂V

∂x
)

V (x(t1))− V (x0) +

∫ t1

0

‖z‖2 − γ2‖w∗(x,
∂V

∂x
)‖2dt � 0,

∀u; w = w∗(x,
∂V

∂x
)

uを U(x0, w
∗(x, ∂V/∂x))に限定すると，V (x) ≥ 0より

J(x0, w, u
∗) � V (x0) � J(x0, w

∗, u), ∀w, ∀u ∈ U(x0, w
∗)



二人零和微分ゲームの解 (2)

入力=状態安定性 (ISS)

最適制御

非線形最適レギュレータ

非線形 H∞ 制御
ロバスト制御
L2 ゲイン
散逸不等式
ハミルトン=ヤコビ不等式
安定性の条件
線形系の場合
H∞ 制御問題
二人零和微分ゲーム
ハミルトニアンの鞍形点
HJI 方程式
二人零和微分ゲームの解
状態 FBH∞ 制御

出力 FB による非線形
H∞ 制御

Backstepping

結合系の安定性
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u∗ ∈ U(x0, w
∗)、つまり、u∗, w∗のもとで系が漸近安定であるならば、

V (x) = J(x, u∗, w∗)が成り立ち

k∗1(x) = w∗(x,
∂V

∂x
), k∗2(x) = u∗(x,

∂V

∂x
)

は二人零和微分ゲームの解である。また、

J(0, w, u∗) � 0

もなりたつ。

二人零和微分ゲームの解 (3)

入力=状態安定性 (ISS)

最適制御

非線形最適レギュレータ

非線形 H∞ 制御
ロバスト制御
L2 ゲイン
散逸不等式
ハミルトン=ヤコビ不等式
安定性の条件
線形系の場合
H∞ 制御問題
二人零和微分ゲーム
ハミルトニアンの鞍形点
HJI 方程式
二人零和微分ゲームの解
状態 FBH∞ 制御

出力 FB による非線形
H∞ 制御
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定理 ランク条件の仮定が成り立ち、Hamilton-Jacobi-Isaacs方程式

∂V

∂x
f∗(x) + hT (x)Q(x)h(x) +

1

4

∂V

∂x

{
(g1(x)− g2(x)Ξ

T (x))

· Λ(x)−1(gT1 (x)− Ξ(x)gT2 (x))− g2(x)R2(x)
−1gT2 (x)

} ∂V

∂x

T

= 0

および境界条件 V (0) = 0, V (x) � 0を満たす解 V (x)が存在するとする。
ただし

f∗ = f − g2R
−1
2 jT2 h1 + (g1 − g2Ξ

T )Λ−1(jT1 − ΞjT2 )h

Q = I − j2R
−1
2 jT2 + (j1 − j2Ξ

T )Λ−1(jT1 − ΞjT2 ) � 0

とする。そのとき、制御則 u = k∗2(x) = u∗(x, ∂V/∂x)は、系の w から zま
でのL2ゲインを γ > 0以下とする問題の解の一つである。さらに，最適入
力・最悪外乱のもとで系が漸近安定となる Hamilton-Jacobi-Isaacs方程式
の解 V (x)は、もし存在するならば唯一である。

状態フィードバックによる非線形H∞制御 (1)

入力=状態安定性 (ISS)

最適制御

非線形最適レギュレータ

非線形 H∞ 制御
ロバスト制御
L2 ゲイン
散逸不等式
ハミルトン=ヤコビ不等式
安定性の条件
線形系の場合
H∞ 制御問題
二人零和微分ゲーム
ハミルトニアンの鞍形点
HJI 方程式
二人零和微分ゲームの解
状態 FBH∞ 制御

出力 FB による非線形
H∞ 制御

Backstepping
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入力なしの場合と同様に、Hamilton-Jacobi-Isaacs不等式を使った議論に
拡張できる。

Hamilton-Jacobi-Isaacs不等式

H∗(x,
∂V

∂x
) � 0, V (0) = 0, V (x) � 0

∂V

∂x
(f(x) + g1(x)w + g2(x)u

∗(x,
∂V

∂x
)) + ‖z‖2 − γ2‖w‖2

= H∗(x,
∂V

∂x
)− (w − w∗(x,

∂V

∂x
))TR1(x)(w − w∗(x,

∂V

∂x
)) � 0

よって
V̇ (x) � γ2‖w‖2 − ‖z‖2

つまり、制御則 u = k2(x) = u∗(x, ∂V/∂x)のもとで、系は、供給率
γ2‖w‖2 − ‖z‖2 に関してストレージ関数 V (x)をもち、散逸的である。

状態フィードバックによる非線形H∞制御 (2)

入力=状態安定性 (ISS)

最適制御

非線形最適レギュレータ

非線形 H∞ 制御
ロバスト制御
L2 ゲイン
散逸不等式
ハミルトン=ヤコビ不等式
安定性の条件
線形系の場合
H∞ 制御問題
二人零和微分ゲーム
ハミルトニアンの鞍形点
HJI 方程式
二人零和微分ゲームの解
状態 FBH∞ 制御

出力 FB による非線形
H∞ 制御

Backstepping
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定理 ランク条件および z に関するゼロ状態可検出性のもとで、
Hamilton-Jacobi-Isaacs不等式および境界条件の解 V (x)が存在する
のであれば、制御則 u = k2(x) = u∗(x, ∂V/∂x)のもとで系は γ 以下
のL2 ゲインをもつ。また、w = 0のときのフィードバック系の原点
は漸近安定である。

証明 γ 以下のL2 ゲインをもつことに関しては，すでに述べられている
ので，漸近安定性のみを証明すればよい。w = 0のとき

V̇ (x) � −‖z‖2

となるので、z → 0 (t → ∞)である。ゼロ状態可検出性より、z = 0を満た
す多様体の上では x → 0 (t → ∞)であるので、原点は漸近安定。さらに
V (x)が放射状に非有界であれば、大域的漸近安定。

　� ゼロ状態可検出性の代わりに厳密な HJI不等式を考えてもよい。
� 実用上は正定な安定化解を用いたほうがよい。



出力フィードバックによる非線形H∞制御

入力=状態安定性 (ISS)

最適制御

非線形最適レギュレータ

非線形 H∞ 制御

出力 FB による非線形
H∞ 制御
問題設定
問題の変形
閉ループ系の条件
閉ループ系の性質
HJ 不等式の低次元化
観測器ゲインの決定
最終的な HJ 不等式

Backstepping
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問題設定 (1)

入力=状態安定性 (ISS)

最適制御

非線形最適レギュレータ

非線形 H∞ 制御

出力 FB による非線形
H∞ 制御
問題設定
問題の変形
閉ループ系の条件
閉ループ系の性質
HJ 不等式の低次元化
観測器ゲインの決定
最終的な HJ 不等式

Backstepping

結合系の安定性
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次のような状況を考える
� 全ての状態量が直接観測できない。
� 観測出力が外乱によって擾乱されている。

オブザーバによって状態を推定すればよい。
疑問点: 観測外乱によって、L2 ゲインが達成されないのでは?

この場合のL2ゲインは、制御対象とオブザーバの両方の初期値がゼロのと
きの「外乱⇒評価出力」のL2 ノルムの比、として定義される。

Disturbance w

Control input u

Evaluated Output z

Measurment y

Estimated
State x»State-FB

Controller

Generalized
Plant

Observer
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一般化制御対象:

ẋ = f(x) + g1(x)w + g2(x)u

z = h1(x) + j11(x)w + j12(x)u

y = h2(x) + j21(x)w + j22(x)u

� x ∈ �n: 状態, w ∈ �m: 外乱, u ∈ ��: 制御入力
� z ∈ �p: 評価出力, y ∈ �q: 観測出力
� f(0) = 0, h1(0) = 0, h2(0) = 0

制御目的: 動的出力フィードバック則:

ξ̇ = δ(ξ, y)

u = α(ξ)

により、閉ループ系を安定化し、かつ wから z までのL2 ゲインを γ
以下にする。
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動的出力フィードバック則を以下の組み合わせとする。
状態フィードバック制御則に状態の推定値を代入したもの

u = k2(ξ)

全状態オブザーバ:

ξ̇ = f(ξ) + g1(ξ)k1(ξ) + g2(ξ)k2(ξ)

+G(ξ)(y − h2(ξ)− j21(ξ)k1(ξ)− j22(ξ)k2(ξ))

ここで，
k1(ξ) = w∗(ξ, ∂V (ξ)/∂ξ)

� 後は、問題設定を満たす G(·)を見つければよい。
� 以降では、簡単のため，j11 = 0, j22 = 0とする。
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オブザーバ:

ξ̇ = f̃(ξ) + g2(ξ)k2(ξ) +G(ξ)(y − h̃2(ξ))

ここで

f̃(ξ) = f(ξ) + g1(ξ)k1(ξ)

h̃2(ξ) = h2(ξ) + j21(ξ)k1(ξ)

問題の変形 (2)
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閉ループ系 (= 制御対象 + オブザーバ + 制御則):

ẋE = fE(xE) + gE(xE)r

z = hE1(xE)

v = hE2(xE)

ただし、xE = (xT , ξT )T : 拡張系の状態変数,
v: 状態フィードバックを用いたときの入力と実際の uとの差,
r = w − k1(x): 実際の外乱 wと最悪外乱との差

fE(xE) =

(
f̃(x) + g2(x)k2(ξ)

f̃(ξ) + g2(ξ)k2(ξ) +G(ξ)(h̃2(x)− h̃2(ξ))

)

gE(xE) =

[
g1(x)

G(ξ)j21(x)

]
hE1(xE) = h1(x) + j12(x)k2(ξ)

hE2(xE) = k2(x)− k2(ξ)

閉ループ系が満たすべき条件 (1)
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状態 FBのための Hamilton-Jacobi-Isaacs不等式:

∂V

∂x
(f − g2R

−1
2 jT12h1) + hT

1 (I − j12R
−1
2 jT12)h1

+
1

4

∂V

∂x

{
1

γ2
g1g

T
1 − g2R

−1
2 gT2

}
∂V

∂x

T

� 0

準正定解 V (x)は，推定値を用いた制御則 u = k1(ξ)のもとでは、もは
やストレージ関数ではない。

∂V

∂x
(f(x) + g1(x)w + g2(x)u) + ‖z‖2 − γ2‖w‖2

= H(x,
∂V

∂x
,w, u) = H∗(x,

∂V

∂x
) + ‖j12(x)v‖2 − γ2‖r‖2

� ‖j12(x)v‖2 − γ2‖r‖2

赤文字の部分を負にしたい (初期状態ゼロのとき)。
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rから j12(x)vへのL2 ゲインを γ 以下にすればよい。

散逸不等式:

∂W

∂xE
(fE(xE) + gE(xE)r) ≤ γ2‖r‖2 − ‖j12(x)v‖2

より、
2n次元の Hamilton-Jacobi不等式:

∂W

∂xE
fE(xE) + hT

E2(xE)R2(x)hE2(xE)

+
1

4γ2

∂W

∂xE
gE(xE)g

T
E(xE)

∂W

∂xE

T

� 0

W (xE) � 0, W (0) = 0

この解が存在するような G(·)があればよい。
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新たなストレージ関数:

U(xE) = W (xE) + V (x)

拡大系の散逸不等式:

∂U

∂xE
(fE(xE) + gE(xE)r) � −γ2‖w‖2 + ‖z‖2

閉ループ系において、U(xE) は供給率 γ2‖w‖2 − ‖z‖2 に関するスト
レージ関数。
　 =⇒ よって、系は γ 以下のL2 ゲインをもつ。

閉ループ系の性質 (2)
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非線形 H∞ 制御

出力 FB による非線形
H∞ 制御
問題設定
問題の変形
閉ループ系の条件
閉ループ系の性質
HJ 不等式の低次元化
観測器ゲインの決定
最終的な HJ 不等式

Backstepping

結合系の安定性

システム制御理論特論 2014 年前期 – 94 / 119

定理:
1. 状態 FBの項で述べたランク条件, ゼロ状態可検出性が満たされ、

Hamilton-Jacobi-Isaacs不等式の解 V (x)が存在。
2. W (xE), G(ξ)が存在し前ページの 2n次元Hamilton-Jacobi不等

式，および境界条件を満たす。
3. システム

ξ̇ = f̃(ξ)−G(ξ)h̃2(ξ)

の平衡点 ξ = 0は局所漸近安定。
ならば，閉ループ系は γ 以下のL2ゲインをもち，w = 0のとき平衡
点 xE = (0, 0)T は局所漸近安定である。

なお、V (x)が安定化解であれば、最悪外乱下でも漸近安定。

閉ループ系の性質 (3)
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非線形 H∞ 制御

出力 FB による非線形
H∞ 制御
問題設定
問題の変形
閉ループ系の条件
閉ループ系の性質
HJ 不等式の低次元化
観測器ゲインの決定
最終的な HJ 不等式

Backstepping

結合系の安定性

システム制御理論特論 2014 年前期 – 95 / 119

証明: γ 以下のL2 ゲインをもつことは先に述べたので、w = 0のときの
安定性について証明する。散逸不等式より、w = 0のとき

dU(xE(t))

dt
� −‖z‖2 = −‖h1(x) + j12(x)k2(ξ)‖2

U̇ ≡ 0となる軌道を Ωとおくと、Ω上では、z ≡ 0となっていなくてはなら
ない。ゼロ状態可検出の仮定より、Ω上では、x → 0 (t → ∞)である。仮
定より j12(x)は列フルランクであり，また，Ω上で h1(x) + j12(x)k2(ξ) = 0
(x → 0)であるから k2(ξ(t)) → 0 (t → ∞)となる。よって、Ω上では，オ
ブザーバのダイナミクスは、

ξ̇ = f̃(ξ)−G(ξ)h̃2(ξ)

に漸近する。3番目の仮定より、原点近傍に初期点をもち Ω上を動く軌道上
では、ξ → 0 (t → ∞)となる。よって、不変原理より局所漸近安定性が証明
された。
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� この段階の Hamilton-Jacobi不等式は 2n次元の空間上での偏微分不
等式。

� Hamilton-Jacobi不等式に未定ゲイン G(·)が含まれている。

オブザーバストレージ関数をW (xE) = Q(x− ξ)の形に限る。ただし、
Q(0) = 0, Q(e) � 0

e = x− ξとおくと、

∂Q

∂e
(f̃(x)− f̃(ξ) + (g2(x)− g2(ξ))k2(ξ)

−G(ξ)(h̃2(x)− h̃2(ξ)))

+ (k2(x)− k2(ξ))
TR2(x)(k2(x)− k2(ξ))

+
1

4γ2

∂Q

∂e
(g1(x)− jT21(x)G

T (ξ))

(g1(x)− jT21(x)G
T (ξ))T

∂Q

∂e

T

� 0



Hamilton-Jacobi不等式の低次元化 (2)

入力=状態安定性 (ISS)

最適制御

非線形最適レギュレータ

非線形 H∞ 制御

出力 FB による非線形
H∞ 制御
問題設定
問題の変形
閉ループ系の条件
閉ループ系の性質
HJ 不等式の低次元化
観測器ゲインの決定
最終的な HJ 不等式

Backstepping

結合系の安定性

システム制御理論特論 2014 年前期 – 97 / 119

この不等式の左辺に x = ξ + eを代入したものを、K(e, ξ)とおく。
� 境界条件から，∂Q/∂e|e=0 = 0は明らかなので

K(0, ξ) = 0,
∂K

∂e

∣∣∣∣
e=0

= 0

� K(e, ξ)の (0, 0)における Hessian行列は

∂2Q

∂e2

∣∣∣∣
e=0

(
∂f̃

∂x
(0)−G(0)

∂h̃2

∂x
(0)

)
+

∂k2
∂x

T

(0)R2(0)
∂k2
∂x

(0)

+
1

4γ2

∂2Q

∂e2

∣∣∣∣
e=0

(g1(0)− jT21(0)G
T (0))

(g1(0)− jT21(0)G
T (0))T

∂2Q

∂e2

∣∣∣∣
T

e=0
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定理
1. 状態 FBの項で述べたランク条件、ゼロ状態可検出性が満たされ、

Hamilton-Jacobi-Isaacs不等式の C3 解 V (x)が存在。
2. ある微少な ε > 0が存在し、

S(e) =
∂Q

∂e
(f̃(e)−G(e)h̃2(e)) + kT2 (e)R2(e)k2(e)

+
1

4γ2

∂Q

∂e
(g1(e)−G(e)j21(e))

(g1(e)−G(e)j21(e))
T ∂Q

∂e

T

� −εeT e < 0, (e �= 0)

を満たす C3 解 Q(e) (� 0)が存在。
ならば、W (xE) = Q(x − ξ)は局所的に 2n次元版の定理の 2, 3の条
件を満たす。

Hamilton-Jacobi不等式の低次元化 (4)
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証明 まず、2n次元版の Hamilton-Jacobi不等式が満たされることを示
す。K(0, ξ) = 0, (∂K/∂e)|e=0 = 0より連続な行列 R(e, ξ)が存在して
K(e, ξ) = eTR(e, ξ)eと表現できる。R(e, ξ) < 0ならば 2n次元版の
Hamilton-Jacobi不等式が満たされる。R(0, 0)は，(0, 0)におけるK(e, ξ)
の eに関する Hessian行列と一致するはずである。一方、n次元版の
Hamilton-Jacobi不等式の左辺の e = 0におけるHessian行列 ∂2S/∂e2も、
(0, 0)におけるK(e, ξ)の eに関する Hessian行列と一致することを計算に
よって確かめることが可能である。よって、R(e, ξ)は原点近傍では負定な
行列である。したがって、K(e, ξ)は e = 0を除く原点近傍においては負の
値をもち、局所的に 2n次元版のHamilton-Jacobi不等式が満たされること
が証明された。
また、Hamilton-Jacobi不等式よりただちに

∂Q

∂e

∣∣∣∣
e=ξ

(f̃(ξ)−G(ξ)h̃2(ξ)) < 0, (ξ �= 0)

が導かれ，Qが Ω上の最大不変集合に制約された系の Lyapunov関数であ
ることは明らかである。

観測器ゲインの決定 (1)
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HJ不等式の左辺 S を最小化するという意味で最適な G(·)を求めたい。
仮定: 行列，R3(x) = j21(x)j

T
21(x)は正則 (正定)である。

G(x)が含まれる項に関して平方完成:

∂Q(x)

∂x
f̃(x) + kT2 (x)R2(x)k2(x) +

1

4γ2

∂Q(x)

∂x
g1(x)g

T
1 (x)

∂Q(x)

∂x

T

+
1

4γ2
(λ(x)−BT (x)R−1

3 (x))R3(x)(λ(x)−BT (x)R−1
3 (x))T

− 1

4γ2
BT (x)R−1

3 (x)B(x) < 0, (x �= 0)

ただし，eを xに置換し

λ(x) =
∂Q(x)

∂x
G(x), B(x) = 2γ2h̃2(x) + j21(x)g

T
1 (x)

∂Q(x)

∂x

T

とおいた。
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赤字の部分をゼロに出来れば、G(x)の決定と HJ不等式を分離できる。
S(x)を最小化するという意味では

λ(x)−BT (x)R−1
3 (x) =

∂Q(x)

∂x
G(x)

− (2γ2h̃T
2 (x) +

∂Q(x)

∂x
g1(x)j

T
21(x))R

−1
3 (x) = 0

を満たす G(x)が (もし存在すれば)最適。
G(x)の存在のために、

∂Q

∂x
L(x) = h̃T

2 (x)

なる連続な関数を成分とする n× q行列 L(x)が存在することが必要十分で
ある。

観測器ゲインの決定 (3)
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∂Q(x)/∂xは
∂Q(x)

∂x
= xTM(x)

と書くことができる。
一方、h̃T

2 (x) = xTN(x)のように表わすこともできる。

最適な G(x):

M(x)が x = 0の近傍で正則であるならば、

L(x) = M−1(x)N(x)

G(x) = (2γ2L(x) + g1(x)j
T
21(x))R

−1
3 (x)

のように G(x)は求まる。

最終的なオブザーバHamilton-Jacobi不等式 (1)
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最適制御

非線形最適レギュレータ

非線形 H∞ 制御

出力 FB による非線形
H∞ 制御
問題設定
問題の変形
閉ループ系の条件
閉ループ系の性質
HJ 不等式の低次元化
観測器ゲインの決定
最終的な HJ 不等式

Backstepping

結合系の安定性
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このような G(x)のもとでの Hamilton-Jacobi不等式:

∂Q(x)

∂x
f̃(x) + kT2 (x)R2(x)k2(x) +

1

4γ2

∂Q(x)

∂x
g1(x)g

T
1 (x)

∂Q(x)

∂x

T

− 1

4γ2
BT (x)R−1

3 (x)B(x) < 0, (x �= 0)

この式はさらに

∂Q(x)

∂x
(f̃(x)− g1(x)j

T
21(x)R

−1
3 (x)h̃2(x))

+ kT2 (x)R2(x)k2(x)− γ2h̃T
2 (x)R

−1
3 (x)h̃2(x)

+
1

4γ2

∂Q(x)

∂x
g1(x)(Im − jT21(x)R

−1
3 (x)j21(x))g

T
1 (x)

∂Q(x)

∂x

T

< 0 (x �= 0)

と変形できる。

最終的なオブザーバHamilton-Jacobi不等式 (2)

入力=状態安定性 (ISS)

最適制御

非線形最適レギュレータ

非線形 H∞ 制御

出力 FB による非線形
H∞ 制御
問題設定
問題の変形
閉ループ系の条件
閉ループ系の性質
HJ 不等式の低次元化
観測器ゲインの決定
最終的な HJ 不等式

Backstepping

結合系の安定性
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最終的なオブザーバHamilton-Jacobi不等式の解Q(·)に対して、M(x)
が正則ならば、G(x) が存在し、(Q(·), G(x)) は n 次元版 Hamilton-
Jacobi不等式を満たす。

実は、以上の手順は “拡張カルマンフィルタ”の構成法と一致している。



Backstepping

入力=状態安定性 (ISS)

最適制御

非線形最適レギュレータ

非線形 H∞ 制御

出力 FB による非線形
H∞ 制御

Backstepping

Backstepping とは
St. fdbk. sys.

Σ1 の仮定
Σ2 の安定化
Σ3 の安定化
全体の漸近安定化

結合系の安定性
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バックステッピング (Backstepping)とは

入力=状態安定性 (ISS)

最適制御

非線形最適レギュレータ

非線形 H∞ 制御

出力 FB による非線形
H∞ 制御

Backstepping

Backstepping とは
St. fdbk. sys.

Σ1 の仮定
Σ2 の安定化
Σ3 の安定化
全体の漸近安定化

結合系の安定性
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� Strict feedback systemとよばれるクラスのシステムに対する、漸近安
定化アルゴリズム。

� 入れ子状の複数のサブシステムを考え、仮想入力により一番内側のサブ
システムから順次、漸近安定化を行う。

� リアプノフ関数を用いて各サブシステムの漸近安定化を考える。
� 最終的に、原点で Hessianが退化しないリアプノフ関数が得られる。

Strict feedback system

入力=状態安定性 (ISS)

最適制御

非線形最適レギュレータ

非線形 H∞ 制御

出力 FB による非線形
H∞ 制御

Backstepping

Backstepping とは
St. fdbk. sys.

Σ1 の仮定
Σ2 の安定化
Σ3 の安定化
全体の漸近安定化

結合系の安定性
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制御対象は、Strict feedback system:

ẋ1 = f1(x1) + g1(x1)x2

ẋ2 = f2(x1, x2) + g2(x1, x2)x3

ẋ3 = f3(x1, x2, x3) + g3(x1, x2, x3)x4

...

ẋs−1 = fs−1(x1, . . . , xs−1) + gs−1(x1, . . . , xs−1)xn

ẋs = fs(x) + gs(x)u

　� 入れ子状になったサブシステム。
� サブシステム Σk の仮想入力は xk+1。
ただし、サブシステム Σn (=制御対象全体)の入力は仮想入力ではな
く、真の入力 u。

� dimx1 ≥ dimx2 = dimx3 = · · · = dimxs.
� 行列 g2(x1, x2), . . . , gs(x)は正則。

サブシステムΣ1に対する仮定

入力=状態安定性 (ISS)

最適制御

非線形最適レギュレータ

非線形 H∞ 制御

出力 FB による非線形
H∞ 制御

Backstepping

Backstepping とは
St. fdbk. sys.

Σ1 の仮定
Σ2 の安定化
Σ3 の安定化
全体の漸近安定化

結合系の安定性

システム制御理論特論 2014 年前期 – 108 / 119

� 一番内側のサブシステム Σ1

ẋ1 = f1(x1) + g1(x1)v1

(x2 は仮想入力 v1 に置き換えられている。)
� 仮定: サブシステム Σ1 は、

� 仮想フィードバック v1 = α1(x1)によって大域的漸近安定化可能で
あり、

� 放射状に非有界で正定なリアプノフ関数 V1(x1)が得られている、
と仮定する。

� すなわち、
∂V1

∂x1
(f1 + g2α1) < 0 (x1 �= 0)



サブシステムΣ2の漸近安定化 (1)

入力=状態安定性 (ISS)

最適制御

非線形最適レギュレータ

非線形 H∞ 制御

出力 FB による非線形
H∞ 制御

Backstepping

Backstepping とは
St. fdbk. sys.

Σ1 の仮定
Σ2 の安定化
Σ3 の安定化
全体の漸近安定化

結合系の安定性
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次に、サブシステム Σ2:

ẋ1 = f1(x1) + g1(x1)x2

ẋ2 = f2(x1, x2) + g2(x1, x2)v2

の漸近安定化を考える。
� Σ2 においては、Σ1 の仮想入力 v1 は状態 x2 に戻っている。そこで、
偏差、

z2 = x2 − α1(x1)

を導入する。
� 次に、リアプノフ関数

V2(x1, z2) = V1(x1) +
γ2
2
zT2 z2

を考える。

サブシステムΣ2の漸近安定化 (2)
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リアプノフ関数の微分:

V̇2 =
∂V1

∂x1
{f1 + g1α1}+ ∂V1

∂x1
g1z2 + γ2z

T
2

{
(f2 + g2v2)− ∂α1

∂x1
(f1 + g1x2)

}

=
∂V1

∂x1
{f1 + g1α1}+ zT2

{
gT1

[
∂V1

∂x1

]T
+ γ2(f2 + g2v2)− γ2

∂α1

∂x1
(f1 + g1x2)

}

　< 0 (x1 �= 0)　　括ることができる　　ここを −k2z2 に出来れば都合がよい
よって、

gT1

[
∂V1

∂x1

]T
+ γ2(f2 + g2v2)− γ2

∂α1

∂x1
(f1 + g1x2) = −k2z2 = −k2(x2 + α(x1))

を v2 に関して解くと、Σ2 の大域的漸近安定化制御則が得られる。

v2 = α2(x1, x2)

サブシステムΣ3の漸近安定化 (1)

入力=状態安定性 (ISS)

最適制御

非線形最適レギュレータ

非線形 H∞ 制御

出力 FB による非線形
H∞ 制御

Backstepping

Backstepping とは
St. fdbk. sys.

Σ1 の仮定
Σ2 の安定化
Σ3 の安定化
全体の漸近安定化

結合系の安定性
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同様に、サブシステム Σ3:

ẋ1 = f1(x1) + g1(x1)x2

ẋ2 = f2(x1, x2) + g2(x1, x2)x3

ẋ3 = f2(x1, x2, x3) + g2(x1, x2, x3)v3

の漸近安定化を考える。
仮想入力との偏差:

z3 = x3 − α2(x1, x2)

リアプノフ関数:

V3(x1, z2, z3) = V2(x1, z2) +
γ3
2
zT3 z3

簡単化のため、以下のようにおく。

x̄2 =

(
x1

x2

)
, f̄2(x1, x2) =

(
f1 + g1x1

f2

)
, ḡ2(x1, x2) =

(
0
g2

)

サブシステムΣ3の漸近安定化 (2)
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リアプノフ関数の微分:

V̇2 =
∂V2

∂x̄2
{f̄2 + ḡ2α2}+ ∂V2

∂x̄2
ḡ2z3 + γ3z

T
3

{
(f3 + g3v3)− ∂α2

∂x̄2
(f̄2 + ḡ2x3)

}

=
∂V2

∂x̄2
{f̄2 + ḡ2α2}+ zT3

{
ḡT2

[
∂V2

∂x̄2

]T
+ γ3(f3 + g3v3)− γ3

∂α2

∂x̄2
(f̄2 + ḡ2x3)

}

　< 0 (x̄2 �= 0)　　括ることができる　　ここを −k3z3 に出来れば都合がよい
よって、

ḡT2

[
∂V2

∂x̄2

]T
+ γ3(f3 + g3v3)− γ3

∂α2

∂x̄2
(f̄2 + ḡ2x3) = −k3z3 = −k3(x3 + α2)

を v3 に関して解くと、Σ3 の大域的漸近安定化制御則が得られる。

v3 = α3(x1, x2, x3)



システム全体の漸近安定化—「Backstepping」のまとめ

入力=状態安定性 (ISS)

最適制御

非線形最適レギュレータ

非線形 H∞ 制御

出力 FB による非線形
H∞ 制御

Backstepping

Backstepping とは
St. fdbk. sys.

Σ1 の仮定
Σ2 の安定化
Σ3 の安定化
全体の漸近安定化

結合系の安定性
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� 以上の手順を繰り返せば、システム全体を大域的漸近安定化可能。
� 拡大系のリアプノフ関数が得られるのが利点。
� 最初のリアプノフ関数 V1 の原点における Hessianが正則であれば、最
終的に得られるリアプノフ関数 Vs の原点における Hessianも正則。

� Σ1 の制御則 α1(x1)が Σ1 を局所指数安定化するなら、最終的に得られ
る制御則 u = αs(x)はシステムを大域的漸近安定化かつ局所指数安定化
する。 結合系の安定性

入力=状態安定性 (ISS)

最適制御

非線形最適レギュレータ

非線形 H∞ 制御

出力 FB による非線形
H∞ 制御

Backstepping

結合系の安定性
カスケード接続 (復習)

カスケード接続
もう 1 つの十分条件
ISS スモールゲイン定理
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カスケード接続 (復習)

入力=状態安定性 (ISS)

最適制御

非線形最適レギュレータ

非線形 H∞ 制御

出力 FB による非線形
H∞ 制御

Backstepping

結合系の安定性
カスケード接続 (復習)

カスケード接続
もう 1 つの十分条件
ISS スモールゲイン定理
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� Vidyasagarの補題: システム

ẋ = f(x)

ż = g(z) + γ(x, z)x

において、ẋ = f(x)および ż = g(z)は局所漸近安定で、γ(x, z)は微分
可能とする。そのとき、システム全体も局所漸近安定である。

� しかし、ẋ = f(x), ż = g(z)が大域的漸近安定であってもシステム全体
が大域的漸近安定であるとは限らない。

カスケード接続

入力=状態安定性 (ISS)

最適制御

非線形最適レギュレータ

非線形 H∞ 制御

出力 FB による非線形
H∞ 制御

Backstepping

結合系の安定性
カスケード接続 (復習)

カスケード接続
もう 1 つの十分条件
ISS スモールゲイン定理
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System 1 System 2

ẋ = f(x)

ż = g(z) + γ(x, z)x

もし、システム 1が大域的漸近安定で、システム 2が ISSなら、全系
は大域的漸近安定。



カスケード接続 (続き)

入力=状態安定性 (ISS)

最適制御

非線形最適レギュレータ

非線形 H∞ 制御

出力 FB による非線形
H∞ 制御

Backstepping

結合系の安定性
カスケード接続 (復習)

カスケード接続
もう 1 つの十分条件
ISS スモールゲイン定理
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証明: 放射状に非有界な Lyapunov関数 V1(x), V2(z)が存在し、

V̇1 = LfV1 ≤ −c(‖x‖)
V̇2 = LgV2 + LγV2 · x ≤ −a(‖z‖) + b(‖x‖)

となる。ただし、a, b, cはクラスK∞。さらに、クラスK∞関数 k1, k2, k3,
k4 が存在して、k1(‖x‖) ≤ V1(x) ≤ k2(‖x‖), k3(‖z‖) ≤ V2(z) ≤ k4(‖z‖)と
なる。クラス K∞ 関数 χを、

a−1 ◦ b(‖x‖) < χ(‖x‖), ‖z‖ �= 0

となる関数とおく。すると新しい Lyapunov関数W = F (V1) +G(V2) + V1

は全系のリアプノフ関数である。ただし、

F (v) =

∫ v

0

b ◦ k−1
2 (s)ds, G(v) =

∫ v

0

c ◦ χ−1 ◦ k−1
4 (s)ds

である。

もう 1つの十分条件

入力=状態安定性 (ISS)

最適制御

非線形最適レギュレータ

非線形 H∞ 制御

出力 FB による非線形
H∞ 制御

Backstepping

結合系の安定性
カスケード接続 (復習)

カスケード接続
もう 1 つの十分条件
ISS スモールゲイン定理
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ピーキングを起こさない十分条件: 滑らかなシステム

ẋ = f(x)

ż = g(z) + γ(x, z)x

　が大域的漸近安定となるための十分条件は
1. システム ẋ = f(x)が大域的漸近安定で、α(·), M0(·) ∈ K∞, k0 > 0

が存在し、‖x(t)‖ � α(M0(x(0)) exp(−k0t))。
2. システム 2が iISS。すなわち、放射状に非有界で正定な iISSリ

アプノフ関数 V2(z)が存在し、
V̇2(x, z) � −a(|z|) + b(|x|), a(·) : 正定, b(·) ∈ class-K

3. b(s)が次を満たす: ∫ 1

0

b(α(s))

s
ds < ∞

上記に加え、システム 1が局所指数安定 (α = Id)で、システム 2が xに関
して線形ならば、最後の積分条件は必ず満たされる。

ISSスモールゲイン定理

入力=状態安定性 (ISS)

最適制御

非線形最適レギュレータ

非線形 H∞ 制御

出力 FB による非線形
H∞ 制御

Backstepping

結合系の安定性
カスケード接続 (復習)

カスケード接続
もう 1 つの十分条件
ISS スモールゲイン定理
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右のシステム 1,2は ISSであるも
のとする。すなわち、クラス K∞
関数 χ1, χ1w, χ2, χ2w、およびク
ラス KL関数 β1, β2が存在して、

　

 System1

System2

x2 x1

w1

w2

x1 = f1(x1, x2, w1)
¢

x2 = f2(x2, x1, w2)
¢

‖x1(t)‖ � β1(x1(0), t) + χ1(sup ‖x2‖) + χ1w(sup ‖w1‖)
‖x2(t)‖ � β2(x2(0), t) + χ2(sup ‖x1‖) + χ2w(sup ‖w2‖)

　と書けるものとする。このとき、クラス K∞ 関数 η1(·), η2(·)が存在し、

(Id + η1) ◦ χ1 ◦ (Id + η2) ◦ χ2(s) � s

(Id + η2) ◦ χ2 ◦ (Id + η1) ◦ χ1(s) � s
∀s > 0

ならば、相互接続した系は w1, w2 に関して ISSとなる。
一巡した ISSゲインが 1未満なら、安定。→ ISSスモールゲイン定理
[1] Z.P. Jiang, A.R. Teel, and L. Praly: Small-gain theorem for ISS systems
and applications, Mathe. Contr. Signals and Syst., 7, 95/120 (1994)

[2] A.R. Teel: A nonlinear small gain theorem for the analysis of control


