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非線形システム制御を解説。
特にリアプノフ関数に基づいた方法を中心に講義する。

非線形システムの基礎 非線形システムのシステム表現, 多様体上のベクト
ル場, 微分方程式の解の存在と一意性

厳密線形化による制御 入出力厳密線形化，ゼロダイナミクス，ピーキング
現象，状態厳密線形化

リアプノフ関数を用いた制御 リアプノフ安定論, 散逸不等式, 受動性, 入
力-状態安定性 (ISS)、Sontag型制御則

最適レギュレータ 最適制御問題，最適レギュレータ，Hamilton-Jacobi方
程式，逆最適制御

非線形 H∞ 制御 L2-ゲインと散逸不等式, Hamilton-Jacobi-Issacs方程式，
非線形 H∞ 制御

カスケード接続と相互接続 ピーキング現象, カスケード接続の大域的安定
性, 相互接続と ISS, ISS小ゲイン定理

安定化手法 Strict Feedback Form, バックステッピング, 準大域的安定化
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講義資料は、

http://stlab.ssi.ist.hokudai.ac.jp/yuhyama/lecture/tokuron/

にある。

随時訂正があるので、最新版を参照すること。
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連続時間非線形システム

� Affine System (よく研究されている)

ẋ = f(x) +G(x)u = f(x) +

m∑
i=1

gi(x)ui

y = h(x)

x · · · 状態量, u(∈ �m) · · · 入力, y(∈ ��) · · · 出力
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連続時間非線形システム

� Affine System (よく研究されている)

ẋ = f(x) +G(x)u = f(x) +

m∑
i=1

gi(x)ui

y = h(x)

x · · · 状態量, u(∈ �m) · · · 入力, y(∈ ��) · · · 出力
� General Nonlinear System

ẋ = f(x, u)

y = h(x)

x · · · 状態量, u(∈ �m) · · · 入力, y(∈ ��) · · · 出力
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システムの状態 xは n次元 C∞ 多様体の上の 1点
　 C∞ 多様体 · · · 次元が一定の滑らかな超曲面。
　　　無限回の微分操作ができる。

C 1-

C 1-

φ

ψ

 ψ °  φ −1

� 多様体Mの各々の局所近傍は、�n(= n次元ユークリッド空間)
に C∞ 級微分同相 (局所座標系)

� 近傍同士が重なったところには、C∞ 級微分同相写像が定義でき
る。(座標変換)

� このような近傍ですべてを覆うことができる。
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xは多様体の一点。では、ẋは?

点 pにおける接平面は �n に同相

TpM ≈ �n

全ての点における接平面を合わせたものを TMという。
xも ẋも局所的には n次元であるが、

x ∈ M, (x, ẋ) ∈ TM

� 数学的には ẋは xとペアにしないとその具体的な量には意味がな
いが、実際は、単独で ẋを扱えるよう、xに何らかの座標を決めて
自然に誘導される ẋの座標を用いることが多い。

� 局所的には、TM|U = MU ×�nのような直積の構造をもつが、大
域的にはそうではない。「捩れ」が入ることがある。
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剛体の 3次元の姿勢は、行列式が正 (鏡像変換なし)の
直交行列 R ∈ SO(3)で表現される。

RTR = I, detR = 1

　　　⇒ 自由度は 3

運動方程式:
Ṙ = S(ω)R
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剛体の 3次元の姿勢は、行列式が正 (鏡像変換なし)の
直交行列 R ∈ SO(3)で表現される。

RTR = I, detR = 1

　　　⇒ 自由度は 3

運動方程式:
Ṙ = S(ω)R

Rを固定したときの Ṙは 3次元
ベクトル空間 ω = (ω1, ω2, ω3)

T

でパラメータ化される。

S(ω) =

⎡
⎣ 0 ω3 −ω2

−ω3 0 ω1

ω2 −ω1 0

⎤
⎦
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剛体の 3次元の姿勢は、行列式が正 (鏡像変換なし)の
直交行列 R ∈ SO(3)で表現される。

RTR = I, detR = 1

　　　⇒ 自由度は 3

運動方程式:
Ṙ = S(ω)R

Rを固定したときの Ṙは 3次元
ベクトル空間 ω = (ω1, ω2, ω3)

T

でパラメータ化される。

S(ω) =

⎡
⎣ 0 ω3 −ω2

−ω3 0 ω1

ω2 −ω1 0

⎤
⎦

ωが決まっても Rが決まらなけ
れば、Ṙは決定できない。
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� 非線形の連立一階微分方程式において、入力に関して 1次の Affine
Systemがよく使われる。

� 状態 xは、一般にはベクトル空間ではなく、n次元可微分多様体上
の点である。

� 一方、ẋは、xを固定したとき、n次元のユークリッド空間に含ま
れる。

� ẋ = f(x)の右辺 f(x)は「ベクトル場」と呼ばれる。
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問題:

微分方程式、
ẋ = f(x), x ∈ �n

および初期条件 x(0) = x0 が与えられているとき、解 x(t) (t ≥ 0)
を求めよ。

� そもそも解が存在するか?
� 解が存在するとして、それは一意か?
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解が存在しない例としては、

ẋ =

{
−1 (x ≥ 0)

1 (x < 0)

Time

x

一見、x = 0に最後は停留するはず。そのときは ẋ = 0のはず。
しかし、元の微分方程式の右辺に代入すると、ẋ = −1。
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解が一意でない例としては、

ẋ = sgn(x) 3
√

|x|

Time

x

x = 0から出発した場合、解が無数にある。
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定義:

f(x)が、領域 U で Lipschitz条件を満たしているとは、

‖f(x1)− f(x2)‖ ≤ M‖x1 − x2‖

なるM(> 0)が存在することである。

⇒ 微分可能性を弱めた概念

もし、全空間 (たとえば�n)で Lipschitz条件を満たすならば、大域
的 Lipschitz条件を満たす、あるいは単に、f(x)は大域的 Lipschitz
であるという。

全ての点 xに対し、近傍 Uxが存在し、Ux上で Lipschitzであるな
らば、f(x)は局所 Lipschitzであるという。(各 Ux で、M の値は
異なってもよい。)
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Lipschitzでない=不
連続

　

連続であるが Lips-
chitzでない

　

Lipschitz条件を満た
している

局所 Lipschitzだが大
域的に Lipschitzでな
い (y = x2)

　

大域的に Lipschitz
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� (Picard-Lindelöfの定理) もし、f(x)が局所 Lipschitzなら、
ẋ = f(x), x(0) = x0 の初期値問題の解 x(t)は、ある T (x0 に依
存)が存在して、0 ≤ t ≤ T において一意に存在する。

� (解の延長) もし、f(x)が大域的 Lipschitzなら、ẋ = f(x),
x(0) = x0 の初期値問題の解は、負の時間も含めて大域的に一意に
存在する。

■ 有限の時間区間のみ解が一意に存在する例: ẋ = x3 (局所 Lipschitz)

　　　 Time

Finite time blowup

この場合、有限時間で解が発散している。
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� (Peano existence theorem) 一意性がなくてもよいのであれば、
Picard-Lindelöfの定理を弱めることができ、f(x)の連続性だけで
良い。

� 微分方程式の右辺に時間 tが入る場合の、Peano existence
theoremもある。さらにその一般化も Carathéodory’s existence
theoremの形でなされている。

� このあたりの話は有名な Coddington & Levinson (1955)の本に
詳しい。
E.A. Coddington, N. Levinson: Theory of Ordinary Differential
Equations, McGraw-Hill (1955).
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非線形な制御対象 + 非線形の制御則 → 線形系

� 得られる線形系は、元のシステムとは異なる状態変数の取り方にな
る。(非線形な座標変換)

� これは、「近似」ではないので、「厳密な」線形化と呼ばれる。
� 大きく分けて、入出力間を線形化する「入出力線形化」と、入力–
状態間を線形化する「状態線形化」の 2通りがある。

� 用いる道具は、リー微分作用素。状態線形化の場合は、さらにリー
括弧積とフロベニウスの定理。
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メカニカルシステム (ロボットなど):

M(θ)θ̈ + c(θ, θ̇) + g(θ) = u

この系に対し、次のフィードバックを適用する。(計算トルク法)

u = c(θ, θ̇) + g(θ) +M(θ)v

すると、θ̈ = vのように線形化できる。

� 非線形項をフィードバックでキャンセルしている。
� このようなことを、一般の非線形系でできないだろうか?
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システム:

ẋ = f(x) +G(x)u

y = h(x)

に対し、状態フィードバック:

u = α(x) + β(x)v

を用いて、vから yまでを厳密に線形化したい。

uv

x

y
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入出力線形化における数学的 tool = Lie微分作用素
今回使うのは関数に作用する場合だけ。

� 通常の関数に作用する場合(局所座標表示)
h(x): M → � (xの関数)
f(x): M → TM

(xの関数からなる n次元列ベクトル = ベクトル場)

(Lfh)(x) =

n∑
i=1

∂h

∂xi
fi(x) =

∂h

∂x
(x)f(x)
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入出力線形化における数学的 tool = Lie微分作用素
今回使うのは関数に作用する場合だけ。

� 通常の関数に作用する場合(局所座標表示)
h(x): M → � (xの関数)
f(x): M → TM

(xの関数からなる n次元列ベクトル = ベクトル場)

(Lfh)(x) =

n∑
i=1

∂h

∂xi
fi(x) =

∂h

∂x
(x)f(x)

� 作用素の繰り返し

(LgLfh)(x) = (Lg(Lfh))(x)

(Lk
fh)(x) = (Lf (Lf (· · · (Lf︸ ︷︷ ︸

k−times

h) · · · )))(x)
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入力なしシステム:
ẋ = f(x)

の解の軌道にそって、x(t)が動くとする。

そのとき、ある xの関数 y = h(x)の値の時間微分を求める。

dy

dt
=

∂h(x)

∂x

dx

dt
=

∂h(x)

∂x
f(x)
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入力なしシステム:
ẋ = f(x)

の解の軌道にそって、x(t)が動くとする。

そのとき、ある xの関数 y = h(x)の値の時間微分を求める。

dy

dt
=

∂h(x)

∂x

dx

dt
=

∂h(x)

∂x
f(x) = (Lfh)(x)

Lfhは xの関数 h(x)を ẋ = f(x)の軌道に沿って時間微分した値
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しばらくは、1入力 (m = 1)1出力 (� = 1)系を考える。

ẋ = f(x) + g(x)u

y = h(x)

出力を時間 tで微分する

ẏ =
∂h

∂x
· dx
dt

=
∂h

∂x
(f(x) + g(x)u)

= (Lf+guh)(x, u) = Lfh(x) + Lgh(x)u

Lf+gu を xの関数 h(x)に作用させるということは、
h(x)の時間微分を求めていることと等しい。

線形系で言えば、

ẏ = C(Ax+Bu) = CAx+ CBu
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では、一般に、
dky

dtk
= Lk

f+guh

であろうか? 答えは NOである。

たとえば、2回微分するときに、1回目で、

ÿ =
d

dt
{(Lf+guh)(x(t), u(t))}

のように xだけの関数ではなく、xと uの関数になるからである。

ÿ =
d

dt
(Lf+guh)(x, u) = Lf+guLfh+ Lf+guLgh · u+ u̇ · Lgh

→ Lghが非ゼロで、uが微分不可能なら、yは 2回微分不可能。

yを 2回微分するには、一般には Lgh = 0でなくてはならない。
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� 出力を微分した式:

ẏ = Lfh(x) + Lgh(x) · u

において、uの係数 (Lgh)(x)が非ゼロならば、

u =
−Lfh(x) + v

Lgh(x)
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� 出力を微分した式:

ẏ = Lfh(x) + Lgh(x) · u

において、uの係数 (Lgh)(x)が非ゼロならば、

u =
−Lfh(x) + v

Lgh(x)
⇒ ẏ = v

新しい入力 vから yまでが線形化される = 非線形項をキャンセル

� 極配置をさらに線形フィードバックでおこなうことが前提。
� 実際の系では、Lghが非ゼロとは限らない。
たとえば、位置を微分しても速度という “状態”が出るだけで、入
力は現れない。
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Lgh = 0のときは、yを時間で 2回微分する。

仮定: Lgh = 0

ÿ = Lf+guLfh = L2
fh(x) + LgLfh(x) · u

⇓
LgLfh(x) 
= 0ならば、

u =
−L2

fh(x) + v

LgLfh(x)
⇒ ÿ = v

のように線形化できる。
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� 仮定: Lgh = 0, LgLfh = 0

d3y

dt3
= Lf+guL

2
fh = L3

fh(x) + LgL
2
fh(x) · u

　　　　　　　　　　 ⇓
LgL

2
fh(x) 
= 0ならば、

u =
−L3

fh(x) + v

LgL2
fh(x)

⇒ d3y

dt3
= v

のように線形化できる。

� 以下、同様に繰り返し。
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� 定義: ある点 x0 にて、出力 yが相対次数 ρを持つとは、
x0 の近傍 Ux0 が存在して、

(LgL
i
fh)(x) = 0, i = 0, . . . , ρ− 2, ∀x ∈ Ux0

(LgL
ρ−1
f h)(x0) 
= 0

となることである。
� 相対次数 ρを持てば、出力を ρ回時間微分できる。

ẏ = Lfh(x)

ÿ = L2
fh(x)

...

dρ−1y

dtρ−1
= Lρ−1

f h(x)

dρy

dtρ
= Lρ

fh(x) + LgL
ρ−1
f h · u ρ回微分すると uが陽に現れる
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� 線形系

ẋ = Ax+ bu

y = cx

は非線形系の特別な場合 →

f(x) = Ax, g(x) = b, h(x) = cx

� 線形系の相対次数 = 以下を満たす ρ

cb = cAb = cA2b = · · · = cAρ−2b = 0, cAρ−1b 
= 0

→ 伝達関数の分子と分母の次数の差 (従来の定義と一致)



入出力線形化 (SISO系)

はじめに

非線形システムの表現

解の存在と一意性

厳密線形化とは

入出力厳密線形化

概要

Lie 微分作用素

Lie 微分の意味

出力を 1 回微分

Lgh �= 0 ならば

y を 2 回微分

3 回目以降...

相対次数

入出力線形化 (SISO 系)

ベクトル相対次数

MIMO 系の入出力線形化

例題

まとめ

ゼロダイナミクス

状態厳密線形化

Lyapunov 安定論

散逸性

受動性

非線形系の安定余裕

機械系の制御

制御リアプノフ関数 システム制御理論特論 2014 年前期 – 32 / 154

� 相対次数 ρを持つならば、出力を ρ回微分可能:

dρy

dtρ
= Lρ

fh(x) + LgL
ρ−1
f h(x) · u

� フィードバック:

u =
−Lρ

fh(x) + v

LgL
ρ−1
f h(x)

で、入出力間が線形化される。

dρy

dtρ
= v

� y = h(x), ẏ = Lfh(x),. . . ,dρ−1y/dtρ = Lρ−1
f h(x)の線形フィード

バック (xから見れば非線形)で、極配置する。
積分器を付加したり、フィードフォワード項を加えるのも自由。
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MIMO系 (� ≤ m)について考える。

� 定義: ある点 x0 にて、系がベクトル相対次数 (ρ1, . . . , ρ�)を持つ
とは、x0 の近傍 Ux0 が存在して、以下を満たすこと。

(LgkL
i
fhj)(x) = 0, j = 1, . . . , �, i = 0, . . . , ρj − 2,

k = 1, . . . ,m, ∀x ∈ Ux0

rank

⎡
⎢⎣
Lg1L

ρ1−1
f h1(x0) · · · LgmLρ1−1

f h1(x0)
...

Lg1L
ρ�−1
f h�(x0) · · · LgmLρ�−1

f h�(x0)

⎤
⎥⎦

︸ ︷︷ ︸
=G(x)

= �

� このとき、 ⎛
⎜⎝

dρ1y1

dtρ1
...

dρ�y�

dtρ�

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝
Lρ1

f h1(x)
...

Lρ�

f h�(x)

⎞
⎟⎠+G(x)u
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ベクトル相対次数があると仮定

� たとえば、擬似逆行列を用いて、

u = GT (x)(G(x)GT (x))−1

⎧⎪⎨
⎪⎩−

⎛
⎜⎝
Lρ1

f h1(x)
...

Lρ�

f h�(x)

⎞
⎟⎠+ v

⎫⎪⎬
⎪⎭

とすれば、 ⎛
⎜⎝

dρ1y1

dtρ1
...

dρ�y�

dtρ�

⎞
⎟⎠ = v

のように入出力線形化できる。
� 入出力の数が同じ場合は、単なる逆行列を用いればよい。
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� 出力の線形変換によってベクトル相対次数が存在する場合。
� 線形の規範モデルのダイナミクスをコントローラに含ませること
で、入出力線形化が可能な場合。

� 動的なコントローラで、入出力線形化が可能な場合。
� 入力の一部を使って、一部の状態を不可制御にすることにより、線
形化ができる場合。

� 現在のところ、線形化できないもの。
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二輪車両:

ẋ1 = u1 cosx3

ẋ2 = u1 sinx3

ẋ3 = u2

(x1, x2) … 車軸中心座標
x3 … 車両の向き
u1 … 車両の速度 (入力 1)
u2 … ヨーレート (入力 2)

x3
(x1, x2)

(x1  d + soc x3 , x2  d + nis x3 )

車両の先頭の座標を出力に取る (G(x)の正則性のため)

y =

(
x1 + d cosx3

x2 + d sinx3

)
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ベクトル相対次数 r = (1, 1)
出力の微分:

ẏ = G(x)u =

[
cosx3 −d sinx3

sinx3 d cosx3

](
u1

u2

)

d 
= 0 ならば G(x)は正則。

制御則:

u =

[
cosx3 sinx3

− sinx3/d cosx3/d

](
ṙx + k{rx − (x1 + d cosx3)}
ṙy + k{ry − (x2 + d sinx3)}

)

(rx, ry) … 車両の先頭の目標軌道
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� 相対次数とは、出力を時間で微分する操作の繰り返しにおいて、入
力が陽に現れるまでの微分回数である。

� 出力を相対次数回微分した式において、状態フィードバックによっ
て、非線形項をキャンセルすれば、入出力厳密線形化ができる。

� 線形フィードバックをさらに作用させて極配置するのが前提。
� 得られるシステムの次数は相対次数と等しい。
残りのダイナミクスについては次節。

� ベクトル相対次数があれば、多入出力系でも入出力厳密線形化で
きる。
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Normal Form
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� 元のシステムは n次元、入出力間のダイナミクスは ρ次元
残りの n− ρ次元はどこにいったのだろう?

� 座標変換 Φ(x): x → (zT , ξT )T

z1 = h(x), z2 = Lfh(x), . . . , zρ = Lρ−1
f h(x)

座標変換のヤコビ行列が正則となるように、ξの座標を決める。
� Normal Form:

y = z1

ż1 = z2

...

żρ = Lρ
fh(Φ

−1(z, ξ)) + LgL
ρ−1
f h(Φ−1(z, ξ)) · u

ξ̇ = γ(z, ξ) + ζ(z, ξ)u

SISO系の場合、座標変換をうまくとれば、ζ(z, ξ) = 0とできる。
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ζ(·) = Lgξ = 0となるように ξを取ればよい。

偏微分方程式:

Lgξ =
∂ξ

∂x
g = 0

の独立な解は n− 1個。(フロベニウスの定理 = 次の節で述べる)

そのうち、z1,. . . ,zρ−1 も解の一部。
z1,. . . ,zρ−1 に独立な、残りの n− ρ個の解を並べて
ξの各要素とすればよい。
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ここで、出力が y ≡ 0に追従しているものと仮定する。
yを tで微分しても 0なので、z = 0。z = 0なる超曲面上での入力は、

u = −LgL
ρ−1
f h(Φ−1(0, ξ))

Lρ
fh(Φ

−1(0, ξ))

� これらを、代入すると、n− ρ次のゼロダイナミクスが得られる。

ξ̇ = γ(0, ξ)−ζ(0, ξ)
LgL

ρ−1
f h(Φ−1(0, ξ))

Lρ
fh(Φ

−1(0, ξ))

ζ(z, ξ) = 0のように座標を取れば、この部分は消える
� yが 0でない場合も、

� yの目標値を時間の関数で与える。あるいは、
� yの目標値を生成する外部システム (exo system)を与える。

ことにより、「ゼロエラーダイナミクス」を定義できる。
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線形系の例:

ẋ =

[
0 1
1 1

]
x+

(−1
1

)
u

y =
(
0 1

)
x

⇒ G(s) =
s− 1

s2 − s− 1

入出力線形化制御則を構成すると、u = −x1 − x2 + v
閉ループ系:

ẋ =

[
1 2
0 0

]
x+

(−1
1

)
v

y =
(
0 1

)
x

⇒ G(s) =
s− 1

s(s− 1)

つまり、入出力線形化法とは

� 極配置してゼロ点を消去　⇒ 不可観測モード
� 残りの極を原点に (さらにフィードバックして適当な極へ)
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線形系にとってゼロ点を動かせないのと同様に、
ゼロダイナミクスは不変なダイナミクス

� 定義: ゼロダイナミクスが、不安定な系を、
(ゼロ出力に対する)非最小位相系という。

� 非最小位相系では、入出力線形化制御は適用できない。
→ 不可観測で不安定な内部ダイナミクスが生ずる。
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� Vidyasagarの補題: システム

ẋ = f(x)

ż = g(z) + γ(x, z)x

において、ẋ = f(x)および ż = g(z)は局所漸近安定で、γ(x, z)は
微分可能とする。そのとき、システム全体も局所漸近安定である。
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� Vidyasagarの補題: システム

ẋ = f(x)

ż = g(z) + γ(x, z)x

において、ẋ = f(x)および ż = g(z)は局所漸近安定で、γ(x, z)は
微分可能とする。そのとき、システム全体も局所漸近安定である。

� しかし、ẋ = f(x), ż = g(z)が大域的漸近安定であってもシステム
全体が大域的漸近安定であるとは限らない。

[例]

ẋ = −x

ż = −z + z3x2
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前記の現象があるため、
　　 [ゼロダイナミクスが大域的に漸近安定]
　　　　　　 + [入出力線形化し、極配置で出力を大域的に 0にする]
の組み合わせは、必ずしも大域的に漸近安定を意味しない。
[例]
制御対象:

ẋ1 = x2 + u

ẋ2 = x1 + x2
1x

3
2 + u

y = x1

ゼロダイナミクス: ẋ2 = −x2

　　 (大域的に漸近安定)
制御則: u = −x1 − x2

出力のダイナミクス:
　　 ẋ1 = −x1

　　 (大域的に漸近安定)

しかし、閉ループ系は、

ẋ1 = −x1

ẋ2 = −x2 + x2
1x

3
2

⇒ 先の例と同じ



ピーキング現象

はじめに

非線形システムの表現

解の存在と一意性

厳密線形化とは

入出力厳密線形化

ゼロダイナミクス

Normal Form

座標の取り方

ゼロダイナミクス

線形系の場合

非線形非最小位相系

カスケード結合の安定性

まとめ

状態厳密線形化

Lyapunov 安定論

散逸性

受動性

非線形系の安定余裕

機械系の制御

制御リアプノフ関数

システム制御理論特論 2014 年前期 – 47 / 154

では、zの誤差ダイナミクスを速くすればいいのではないか?

答えは否定的である。
相対次数 2以上の場合、zの誤差ダイナミクスを速くすると、かえって
安定化領域を狭めることがある。

ピーキング現象: 相対次数 2以上の場合、誤差ダイナミクス
の極の実部を (負の側に)大きくとると、その過渡現象が大きく
暴れることがある 。
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� 相対次数がシステムの次数より低いときは、入出力線形化を行う
と、不可観測なダイナミクス「ゼロダイナミクス」が現れる。

� 線形系のゼロ点が動かせないのと同じ意味で、「ゼロダイナミクス」
は不変なダイナミクス。

� ゼロダイナミクスが不安定な非線形非最小位相系では入出力線形化
を適用できない。(内部安定性が保たれない)

� ゼロダイナミクスが大域的に漸近安定でも、全系の大域的漸近安定
性が得られないことがある。さらに極の設定によって安定化領域を
拡大することも一般的にはできない (ピーキング現象)。
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「非最小位相系では、入出力線形化制御は適用できない。」
⇒ 出力の取り方を変えれば、最小位相性は変化する。

� 相対次数が nとなる出力 λ(x)を見つける。
� n− ρ = 0なので、そのような出力 λ(x)に対しては、ゼロダイナミ
クスは存在しない。

� λ(x)を出力として入出力線形化を行うと、全ての状態が線形化さ
れる。
→ 状態厳密線形化

� 逆は真だろうか?
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� 仮定: 状態フィードバック: u = α(x) + β(x)v (β(x) 
= 0)、およ
び、座標変換 z = Φ(x)によって、線形の可制御正準形

ż =

⎡
⎢⎢⎢⎣

0 1 0
...

. . .

0 · · · 0 1
−a0 · · · −an−1

⎤
⎥⎥⎥⎦ z +

⎛
⎜⎜⎜⎝
0
...
0
1

⎞
⎟⎟⎟⎠ v

に変換されていると仮定
� z1を出力とすると、閉ループ系の相対次数は n。フィードバックに
よって相対次数は変わらないので、Φ1(x)(= z1)を出力とした制御
対象の相対次数は n。

定理: 1入力 1出力非線形系に対し、状態フィードバックで可制
御な線形系に変換できるための必要十分条件は、相対次数が n (=
系の次数)となるような出力関数 λ(x)が存在することである。
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� Lie bracketの定義:
f(x), g(x): M → TM (ベクトル場)

[f, g](x) =
∂g

∂x
f(x)− ∂f

∂x
g(x)

� 2つのベクトル場 f と gの可換性を計る尺度。

=    (   )xx g

=    (   )f xx
=    (   )f xx

=    (   )xx g

T sec.

T sec.

T sec.

T sec.

x

x

x

1

2

[f, g](x) = lim
T→0

1

T 2
(x1(x, T )− x2(x, T ))
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� いろいろな公式 (a1, a2 はスカラー定数)

[f, g] = −[g, f ]

[a1f1 + a2f2, g] = a1[f1, g] + a2[f2, g]

[f, a1g1 + a2g2] = a1[f, g1] + a2[f, g2]

[f, [g, p]] + [g, [p, f ]] + [p, [f, g]] = 0

(Jacobiの恒等式)

[αf, βg] = αβ[f, g] + α · (Lfβ) · g − (Lgα) · β · f
L[f,g]h = LfLgh− LgLfh (重要)
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相対次数が nとなるための条件:

条件 1 (n− 1)回微分しても入力が陽に表れない

(Lgλ)(x) = 0

(LgLfλ)(x) = 0

...

(LgL
n−2
f λ)(x) = 0



出力関数の満たすべき条件
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相対次数が nとなるための条件:

条件 1 (n− 1)回微分しても入力が陽に表れない

(Lgλ)(x) = 0

(LgLfλ)(x) = 0

...

(LgL
n−2
f λ)(x) = 0

条件 2 n回微分すると入力が陽に表れる

(LgL
n−1
f λ)(x) 
= 0

この条件を Lie bracketによって書き下す。
Lie微分との関係:

L[f,g]λ = LfLgλ− LgLfλ
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一階の偏微分の条件に変換する

Lgλ = 0

LgLfλ = −L[f,g]λ+ Lf Lgλ︸︷︷︸
=0

= 0

LgL
2
fλ = −L[f,g]Lfλ+ Lf LgLfλ︸ ︷︷ ︸

=0

= L[f,[f,g]]λ− Lf L[f,g]λ︸ ︷︷ ︸
=0

= 0

...

LgL
n−2
f λ = (−1)nL[f,[f ···[f,g]··· ]]λ = 0
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定義:
adfg = [f, g]

複数回作用する時は、

adkfg = [f, [f · · · [f, g︸ ︷︷ ︸
k−times

] · · · ]]

0回作用する場合 = gのまま

ad0fg = g
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Lie Bracketを使った条件 1の表現:

(Lgλ)(x) = 0

(Ladfg
λ)(x) = 0

...

(Ladn−2

f g
λ)(x) = 0
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条件 1を用いると、

(LgL
n−1
f λ)(x) = −(L[f,g]L

n−2
f λ)(x) + (Lf LgL

n−2
f λ︸ ︷︷ ︸
=0

)(x)

= Lad2

fg
Ln−3
f λ− LfL[f,g]L

n−3
f λ

= −Lad3

fg
Ln−4
f λ+ LfLad2

fg
Ln−4
f λ− LfLgL

n−2
f λ+ L2

fLgL
n−3
f λ

= · · · = (−1)n−1Ladn−1

f g
λ 
= 0
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以上まとめると、
条件:

(Lgλ)(x) = 0

(Ladfg
λ)(x) = 0

(Lad2

fg
λ)(x) = 0

...

(Ladn−2

f g
λ)(x) = 0

(Ladn−1

f g
λ)(x) 
= 0

を満たす関数 λ(x)を見つけよ。
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ベクトル場:
g, adfg, . . . , ad

n−1
f g

背理法 adkfgが、g, adfg,. . . ,ad
k−1
f gに対して、一次従属と仮定。

adkfg(x) = c0(x)g(x) + c1(x)adfg(x) + · · ·+ ck−2(x)ad
k−1
f g(x)

なる係数が存在する。そのとき、

adk+1
f g(x) = c0(x)adfg(x) + (Lfc0)(x)g(x)+

· · ·+ ck−3(x)ad
k−1
f g(x) + (Lfck−3)(x)ad

k−2
f g(x)

+ ck−2(x){c0(x)g(x) + c1(x)adfg(x) + · · ·+ ck−2(x)ad
k−1
f g(x)}

+ (Lfck−2)(x)ad
k−1
f g(x)

となり、adk+1
f g(x)も、一次従属。
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よって、λ(x)の満たすべき条件より、

ベクトル場の必要条件 (A):

n個のベクトル場、

g, adfg, . . . , ad
n−1
f g

は一次独立。(=局所強可到達性の十分条件)
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条件 1は、(n− 1)本の連立偏微分方程式

(Lgλ)(x) = 0

(Ladfg
λ)(x) = 0

(Lad2

fg
λ)(x) = 0

...

(Ladn−2

f g
λ)(x) = 0

を解くことに等しい。定数解 (条件 2を満たさない)を除く。

〈
∂λ

∂x
, p(x)

〉
=

[
∂λ

∂x1
, . . . ,

∂λ

∂xn

]
p(x) = 0, p = g, adfg, . . . , ad

n−2
f g

⇒ ∂λ/∂xが g, adfg,. . . ,ad
n−2
f gに直交
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n次元空間で (n− 1)個のベクトル g, adfg,. . . ,ad
n−2
f gに直交する 0で

ないベクトルは必ず存在する。

⇓

その直交する横ベクトル ω(x)から、必ず s(x)(∂λ/∂x) = ω(x)なる関
数 λ(x)および s(x) ( 
= 0)は作れるのか?
ただし、s(x)はスケーリング関数。

答えは、否定的である。すなわち、さらに条件が必要となる。
→ フロベニウスの定理
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� x ∈ �n上の q本の連立偏微分方程式、Lp1
λ = 0,. . . ,Lpq

λ = 0を考
える。(ベクトル場、p1(x), . . . , pq(x)は線形独立)

� フロベニウスの定理: この連立偏微分方程式が、局所的に、n− q
個の独立な解 λ1(x),. . . ,λn−q(x)を持つための必要十分条件は、ベ
クトル場が張る空間 (=ディストリビューション)、

Δ(x) = span{p1(x), . . . , pq(x)}

がインボリューティブであることである。
� ベクトル場の張る空間Δ(x)がインボリューティブであるとは、

[δ1, δ2] ∈ Δ, ∀δ1 ∈ Δ, ∀δ2 ∈ Δ

となることである。
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条件を満たす λ(x)が存在する必要条件は、

ベクトル場の必要条件 (B):

ディストリビューション、

span{g(x), adfg, . . . , adn−2
f g}

がインボリューティブであることである。
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定理 状態厳密線形化可能であるための必要十分条件は、
� ディストリビューション、

Δn = span{g, adfg, . . . , adfn−1g}

の次元が nであること。
� ディストリビューション、

Δn−1 = span{g, adfg, . . . , adfn−2g}

がインボリューティブであること。

の 2条件がなりたつことである。

� 必要性は、これまでの議論で明らか。
� 十分性は、制御則を構成することで示される。
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連立偏微分方程式 Lδλ(x) = 0 (δ ∈ Δn−1)の独立な解 λ(x)は 1個存在。

∂λ

∂x
· [g, adfg, . . . , adn−1

f g] = [0, . . . , 0, Ladn−1

f g
λ]

　　　　　
= 0　　　条件より正則　　⇒　　よって、これは非ゼロ
よって、

Lgλ = LgLfλ = · · · = LgL
n−2
f λ = 0

LgL
n−1
f λ 
= 0

となり、λ(x)を出力とすると相対次数は n。
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� 座標変換: z = Φ(x)
z1 = λ(x)

z2 = (Lfλ)(x)

...

zn = (Ln−1
f λ)(x)

� 座標変換後の系:

ż =

⎡
⎢⎢⎢⎣
0 1 0
...

. . .

0 · · · 0 1
0 · · · 0

⎤
⎥⎥⎥⎦ z +

⎛
⎜⎜⎜⎝

0
...
0

Ln
fλ+ LgL

n−1
f λ · u

⎞
⎟⎟⎟⎠

� 状態厳密線形化制御則:

u = − Ln
fλ(x)

LgL
n−1
f λ(x)

+
v

LgL
n−1
f λ(x)
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磁気浮上システム:

Mz̈ = MG−K ·
(

i

z + z0

)2

e = Ri+
d

dt
{L(z)i}

L(z) =
2K

z + z0
+ L0

e
i

R

L

z

M

Magnetic levitation system

z —球と電磁石との距離 (ギャップ)
i — コイルに流れる電流
e — 入力電圧
M — 球の質量
G — 重力加速度

z0 — ギャップの補正定数
R — 電磁石の抵抗 (定数)
L(z) — inductance (z の関数)
L0 — 漏れ磁束による
inductance(定数)
K (= µ0N

2S/4) — 吸引力係数
(定数)
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e = es (定数)としたときの平衡点:⎛
⎝zs
żs
is

⎞
⎠ =

⎛
⎝
√
Kes/(R

√
MG)− z0

0
es/R

⎞
⎠

状態量: x = (z − zs, ż, i− is)
T

入力: u = e− es
状態方程式:

ẋ =

⎛
⎜⎜⎝

x2

G− K(x3 + is)
2

M(x1 + zs + z0)2

φ(x)

⎞
⎟⎟⎠+

⎛
⎝ 0

0
1/L(x1 + zs)

⎞
⎠u

φ(x) = − 1

LL(x1 + zs)

(
Rx3 +

2Kx2(x3 + is)

(x1 + z0 + zs)2

)



磁気浮上系 (3)
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g(x) =

⎛
⎝ 0

0
1/L(x1 + zs)

⎞
⎠

adfg = [f, g] =

⎛
⎜⎜⎜⎝

0
2K(x3 + is)

M(x1 + z0 + zs)2L(x1 + zs)
R

L(x1 + zs)2

⎞
⎟⎟⎟⎠

ad2fg = [f, [f, g]] =

⎛
⎜⎜⎝− 2K(x3 + is)

M(x1 + z0 + zs)2L(x1 + zs)
∗
∗

⎞
⎟⎟⎠ (詳細は省略。第一成分は非ゼロ)

条件 (A) は満たされている

rankΔ3 = rank{f, [f, g], [f, [f, g]]} = 3
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条件 (B) も満たされている

Δ2 = span

⎧⎨
⎩
⎛
⎝0
1
0

⎞
⎠ ,

⎛
⎝0
0
1

⎞
⎠
⎫⎬
⎭

であり、第一成分は必ず 0。

[g, [f, g]] =

⎛
⎜⎜⎝

0
2K

M(x1 + z0 + zs)2L(x1 + xs)2

0

⎞
⎟⎟⎠ ∈ Δ2

⇒ Δ2 は involutive。

λ = x1 を出力と取って入出力線形化をすればよいことがわかる。
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� 状態フィードバックと座標変換で、非線形システムを厳密に線形化
する。

� 相対次数が nとなる出力があるか否かが、可制御な線形システムに
変換できるための条件。

� 必要十分条件にインボリューティブ条件が含まれるので、一般には
厳しい条件となっている。

� ほとんどの 2次のシステムは状態厳密線形化可能。
� 3次以上の系でも、システムが状態厳密線形化可能な性質を元来
持っていることはある。
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平衡点
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自律的システム:
ẋ = f(x)

において、f(x0) = 0となる点 x0 を平衡点 (equilibrium (point),
特異点)という。

� 通常は、状態 xを平行移動するように再定義し、原点 x = 0を平衡
点として論ずる場合が多い。⇒ 一般性は失われない。

� 平衡点では ẋ = 0、すなわち解は停留する。
� 以降では、この平衡点の安定性に関して述べる。
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有界性: Boundedness

系 ẋ = f(x) において、平衡点近傍 U の初期値 x(0) から出発し
た解が有界であるとは、初期値によって定まる状態のノルム上界
K(x(0))が存在し、‖x(t)‖ ≤ K(x(0)) (t ≥ 0)となることである。

(局所)安定性: (Local) Stability → LS

系 ẋ = f(x)の平衡点 x = 0が (局所)安定であるとは、全ての ε > 0
に対して δ(ε) > 0が存在し、以下が成り立つこと。

‖x(0)‖ < δ(ε) ⇒ ‖x(t;x(0))‖ < ε, t ≥ 0

� (安定な系) ⊂ (ある原点近傍を初期値とする解が有界な系)
� 安定な系では、原点近傍から出発した解は原点近傍に留まる。(リ
ミットサイクルのような場合、軌道は有界だが、原点は不安定。)

� (局所)安定性のことを Lyapunov安定性ということがある。
� (局所)安定性の主語は ‘システム’ではなく ‘平衡点’である。
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吸引性: Attractiveness

原点近傍 U が存在し、その近傍を初期値 x(0) とする解が、
‖x(t;x(0))‖ → 0 (t → ∞) ならば、原点は吸引的であるという。
また、そのとき U を吸引領域という。

(局所)漸近安定性: (Local) Asymptotical Stability → LAS

系 ẋ = f(x)の平衡点 x = 0が (局所)漸近安定であるとは、x = 0
が安定かつ吸引的であることである。

Lyapunov
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大域的安定性: Global Stability → GS

系 ẋ = f(x)の平衡点 x = 0が大域的に安定であるとは、安定であ
り、かつ全ての初期値に対する解が有界であることである。

大域的漸近安定性: Global Asymptotical Stability → GAS

系 ẋ = f(x)の平衡点 x = 0が大域的漸近安定であるとは、漸近安
定で、かつ吸引領域が全領域であることである。
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x1

x2

V (x)
Lyapunov関数: V (x)
　　　　　　→ 正定関数

正定関数とは:
� V (0) = 0
� V (x) > 0, x 
= 0

　⇒ お椀型の関数

たとえば、

V (x) = x2
1 + 2x1x2 + 2x2

2

= (x1 + x2)
2 + x2

2

V (x)が単調減少すれば、xは原点に漸近

　　　⇒ V̇ (x) < 0 (x 
= 0)なら漸近安定
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共通した条件: V (x)は正定関数

LS:
原点近傍で

� V̇ ≤ 0

ならば、(局所)安定。

LAS:
原点近傍で

� V̇ < 0 (x 
= 0)

ならば、(局所)漸近安定。

GS:

� V̇ ≤ 0
� V (x)が放射状に非有界

ならば、大域安定。

GAS:

� V̇ < 0 (x 
= 0)
� V (x)が放射状に非有界

ならば、大域的漸近安定。

放射状に非有界(Radially unbounded)であるとは?
V (x) → ∞ (‖x‖ → ∞)
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もともとは、微分方程式
ẋ = f(x)

の安定性を調べたかったはず。→ f(x)の情報はどこで使うのだろう?

V̇ (x)の計算に f(x)を使う。

V̇ (x) =
∂V

∂x
· dx
dt

=
∂V (x)

∂x
f(x)(= LfV (x))

� 局所座標系では、∂V /∂xは横ベクトル。

∂V

∂x
(x) =

(
∂V

∂x1
, . . . ,

∂V

∂xn

)

� LfV の Lf はリー微分作用素と呼ばれる。Lf が V に作用している
と考える。
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「放射状に非有界」の条件が無い場合:
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� 局所的には漸近安定
� 大域的には不安定 ⇒ 水色の線 (= Separatrix)の外側では発散
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V (x)が 「正定関数」 + 「放射状に非有界」ならば、

� 任意のレベル集合 Sa = {x|V (x) ≤ a} (a > 0)がコンパクト (= 有
界閉集合)。

� 放射状に非有界条件がなければ、小さい aについてのみコンパクト
性が保証される。

� コンパクト性より、任意のレベル面 ∂Sa = {x|V (x) = a}上で V̇ が
上に有界

V̇ (x) ≤ p(a) < 0, ∀x ∈ ∂Sa, a > 0

これより、
V̇ ≤ p(V ) < 0

となり、V は 0に収束することが保証される。
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� 強 Lyapunov関数: 正定で、V̇ < 0 (x 
= 0) → V̇ が負定
� 弱 Lyapunov関数: 正定で、V̇ ≤ 0 → V̇ が準負定

弱 Lyapnov関数の場合、“これだけの条件では”、V̇ = 0となる集
合に収束することしか言えない。

漸近安定な系では強 Lyapunov関数は存在はしているはず (Lyapunov
の逆定理)。でも人間が探しても、強 Lyapunov関数が見つからないこ
とがある。

⇓
弱 Lyapunov関数だけで漸近安定性が保証できないだろうか?
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集合Ωに初期点 x(0)を持つとき、すべての t > 0に対して x(t) ∈ Ω
ならば、Ωはその系に対して正の時間方向の不変集合であるという。

Yoshizawa・La Salleの不変定理: Ωは正の時間方向の不変集合と
する。Ωから出発した解が E(⊂ Ω)に収束したとする。そのとき、
E の中に含まれる最大の正の時間方向の不変集合をM とすると、
Ωから出発した解はすべてM に収束する。

普通は、Ωは全空間だと思って、E とM の関係だけ考えればよい。

弱 Lyapunov関数のときの漸近安定定理: V (x)を放射状に非有界
な弱 Lyapunov関数であるとする。もし、E = {x|V̇ (x) = 0}に含
まれる最大の正の時間方向の不変集合が原点 x = 0のみであれば、
x = 0は大域的に漸近安定である。

　　　→ M = {0}の場合を考えている。
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例題:

ẋ = Ax =

[
0 1
−1 −1

]
x

V (x) = xTPx = xT

[
1 0
0 1

]
x = x2

1 + x2
2

Lyapunov関数の時間微分を計算すると、

V̇ (x) = xT (PA+ATP )x = −2x2
2

つまり、これだけでは E = {x|x2 = 0}に収束することしかいえない。
不変定理を適用する。E に居つづけるためには、ẋ2 = 0となるこ
とが必要。x ∈ E かつ ẋ2 = −x1 − x2 = 0となる点は原点しかな
い。したがって、Eに含まれる最大の正の時間方向の不変集合は原
点のみであり、不変定理より系は大域的漸近安定。
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� 正定なリアプノフ関数 V (x)の単調減少性を見ることで、安定性が
判定できる。

� V̇ (x)が準負定で安定、負定で漸近安定。
� 放射状に非有界条件を満たせば、大域的。
� 弱 Lyapunov関数でも、不変定理の条件を満たせば、漸近安定。
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ストレージ関数: V (x)
� 仮想的なエネルギー関数
� 一般には準正定。しかし、これでは不便なので、後半では正定
な場合だけを考えるようにする。

供給率: s(u, y)

� 外部から供給される単位時間当たりのエネルギー
� 入力 uと出力 yの関数

システムが散逸的であるとは:

(ストレージ関数の増加率) ≤ (供給率)

「(右辺)−(左辺)」が、ストレージ関数の散逸項 (≥ 0)。
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散逸性の定義: ストレージ関数が存在して、以下の散逸不等式が成
り立つこと。

V (x(t1))− V (x(t0)) ≤
∫ t1

t0

s(u(t), y(t))dt

� V (x) . . .ストレージ関数　　 V (0) = 0, V (x) ≥ 0
� s(·) . . .供給率

V が微分可能であれば、
V̇ ≤ s(u, y)

と同じ。(微分散逸性)
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仮定: 入力 uによって原点から全ての点に可到達と仮定する。

Required supply:

V r(x(t1)) ≡ inf
u,t1

(∫ t1

t0

s(u, y) dτ

)
, x(t0) = 0

が準正定ならば、系は Vr をストレージ関数としてもち、散逸性を
満たす。

実は、available storage

Va(x(t0)) = sup
u,t1

(
−

∫ t1

t0

s(u, y)dt

)

に関しても Vr と同じことが言えて、すべてのストレージ関数 V (x)は
Va(x) ≤ V (x) ≤ Vr(x)を満たす。
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可到達性条件を満たしているとする。そのとき、系が散逸的である
ことと、 ∫ t1

t0

s(u, y)dt ≥ 0, x(t0) = 0, ∀u(·)

は同値。

必要性の証明: 散逸性の定義式に x(t0) = 0を代入すれば自明。
十分性の証明: 条件が成り立てば、required supplyは準正定。よって
散逸的。
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� s(u, y) = γ2‖u‖2 − ‖y‖2 に対して散逸的な場合:
u → yの L2-ゲインが γ 以下である必要十分条件。

� s(u, y) = uT yに対して散逸的な場合:
受動性の定義。

� s(u, y) = uT y − a‖u‖2 − b‖y‖2 に対して散逸的な場合:
より一般的な円条件。

次の節では、受動性に関して詳しく述べる。
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受動性 (passivity)とは: 供給率 uT yについて散逸的であること

つまり、準正定なストレージ関数 V (x)が存在して、

V (x(t1))− V (x(t0)) ≤
∫ t1

t0

uT y dt

� 入力の数と出力の数が同じ。
� V (x)が微分可能ならば、微分受動性

V̇ ≤ uT y

と同じ。
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� LCRからなる 2端子回路網。電圧が入力で、電流が出力。供給率
は供給電力となり、ストレージ関数は、回路網内のエネルギー。

� ハミルトニアンが準正定の場合、機械系は受動的である。このとき
のストレージ関数はハミルトニアンで、出力は一般化速度・入力は
外力。供給率は外部からの仕事率になる。

� 機械系の場合を拡張して考えると、
一般化ハミルトニアンシステム:

ẋ = (J −R)

[
∂H

∂x

]T
+ g(x)u

y = g(x)T
[
∂H

∂x

]T
はH が準正定の場合、受動的である。ただし、J は歪対称行列、R
は正定行列。

Ḣ = −
[
∂H

∂x

]
R

[
∂H

∂x

]T
+ yTu ≤ uT y
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■ 受動的な 2つの系を並列接
続してできた系も受動的

System 1

System 2

u y

y1

y2

+

+

■受動的な 2つの系をフィード
バック結合した系も受動的

System 1

System 2

u yy1

y2

+

–

u1

u2

ただし、どちらかの系は直達項を
持たないとする。
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System 1 M(x)T M(x)

Augmented System

u’ u y y’

上記の入出力変換に対しても受動性は保存される。

V (x(t1))− V (x(t0)) ≤
∫ t1

t0

uT ydt =

∫ t1

t0

u′TM(x)T ydt

=

∫ t1

t0

u′T y′dt
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OFP(Output Feedback Passivity):

もし、系が、

s(u, y) = uT y − ρyT y

に関して散逸的ならば、系は
OFP(ρ)であるという。

OFP(ρ)

ρI

Passive System

+
+

IFP(Input Feedback Passivity):

もし、系が、

s(u, y) = uT y − νuTu

に関して散逸的ならば、系は
IFP(ν)であるという。

IFP(ν)

νI

Passive System

–

+
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αは正の定数とする。

� 系 Σが OFP(ρ)なら、αΣは OFP(ρ/α)である。
� 系 Σが IFP(ν)なら、αΣは IFP(αν)である。
� フィードバック結合において、OFP(−ρ)は IFP(ρ)で打ち消すこ
とができる。

　　

OFP(–ρ)

IFP(ρ)

–
+

–ρI

ρI–

–
+

+

　　 この系は受動的
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準正定の Lyapunov関数の場合の安定定理:

V (0) = 0, V (x) ≥ 0, V̇ ≤ 0

なる Lyapunov 関数 V (x) が存在するとする。そのとき、E =
{x|V (x) = 0} は不変集合となり x = 0 を含むが、E 上において
x = 0が安定であれば、系は安定となる。

受動的な系の性質:
微分可能な系 ẋ = f(x, u), y = h(x, u)において、

1. ストレージ関数が正定であれば、u = 0のとき安定。さらにス
トレージ関数が放射状に非有界であれば大域的に安定。

2. u = 0のときゼロ状態可検出であれば、u = 0のとき安定。
3. 直達項がない、つまり y = h(x)と書けるとする。そのとき、

u = −ky (k > 0)のフィードバックで漸近安定となる必要十分
条件は閉ループ系がゼロ状態可検出であることである。
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システム
ẋ = f(x, u), y = h(x, u)

を考える。

■ ゼロ状態可検出性: Zero-State Detectability (ZSD):

このシステムがゼロ状態可検出であるとは、y ≡ 0ならば、

x(t) → 0 (t → ∞)

となること。
■ ゼロ状態可観測性: Zero-State Observability (ZSO):

このシステムがゼロ状態可観測であるとは、y ≡ 0ならば、

x(t) ≡ 0

となること。
線形系の場合、ゼロ状態可観測性と通常の可観測性は同じ。
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1. u = 0のとき供給率は 0となるので、V (x)をリアプノフ関数とす
ると、V (x) ≤ 0となる。

2. V (x) ≥ 0なので、V (x) = 0のとき

0 ≤ V̇ (x) ≤ uTh(x, u), for ∀u

である。一方、h(x, u)は微分可能なので、h(x, u) = h(x, 0) +
η(x, u)uのように分解できる。よって、V (x) = 0のとき、全ての u
に対して uTh(x, 0) + uT η(x, u)u ≥ 0が必要だが、そのために、
h(x, 0) = 0である必要がある。つまり、{x|V (x) = 0}に含まれる
ẋ = f(x, 0)の最大の不変集合は {x|h(x, 0) = 0}にも含まれる。ゼ
ロ状態可検出性より、{x|V (x) = 0}に含まれる最大の不変集合上
でも xは 0に漸近する。したがって、先に述べた定理より x = 0
は安定。

3. 2.と同様に、V (x) = 0ならば、y = h(x) = 0。V̇ ≤ −kh(x)Th(x)
より、系の軌道は、{x|h(x) = 0}の集合に漸近。この集合上では、
入力は 0で、ゼロ状態可検出性より、x = 0に漸近するので、十分
性は示すことができた。逆も同様。
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System 1

System 2

u yy1

y2

+

–

u1

u2

u1 = 0, u2 = 0としたSystem1,2
は、ゼロ状態可検出性がなりたつ
ものとする。
また、ここでは u = 0とする。

■ System 1は、

uT
1 y1 − ρ1y

T
1 y1 − ν1u

T
1 u1

なる供給率、V1(x1)なるストレー
ジ関数に関して散逸的。
■ System 2は、

uT
2 y2 − ρ2y

T
2 y2 − ν2u

T
2 u2

なる供給率、V2(x2)なるストレー
ジ関数に関して散逸的。

1. ν1 + ρ2 ≥ 0 かつ ν2 + ρ1 ≥ 0ならば安定。
2. ν1 + ρ2 > 0 かつ ν2 + ρ1 > 0ならば漸近安定。

もし、V1, V2が正定で放射状に非有界なら、1. 2.の性質は大域的。
証明: V1 + V2 を Lyapunov関数として、前ページの証明と同様。
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仮定:　■ System 1は、u1 = 0でゼロ状態可検出
　■ V1 は正定で放射状に非有界

System 2として、単純な係数フィードバック y2 = Ku2 を考える。

ただし、K は正定対称行列で、K の最小固有値を λmin、最大固有値を
λmax とおく。ストレージ関数は、状態レスなので V2 = 0。
λmin − ρ2λ

2
max − ν2 > 0を満たす ρ2 > 0, ν2 に対して、

uT
2 y2 − ρ2y

T
2 y2 − ν2u

T
2 u2 ≥ (λmin − ρ2λ

2
max − ν2)u

T
2 u2 ≥ 0

前のページの結果を用いれば、

λmin−ρ2λ
2
max−ν2 > 0を満たす ∃ρ2 > 0, ∃ν2に対して、ν1+ρ2 > 0

かつ ν2 + ρ1 > 0ならば大域的漸近安定。

特に
OFP(ρ1)な System 1 (ν1 = 0)に対しては、K の固有値を大きく
取ることで、必ず大域的漸近安定になる。また、受動的な System
1 (ρ1 = 0, ν1 = 0)に対しては、Kが正定なら必ず大域的漸近安定。
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入力に関して線形なシステム:

ẋ = f(x) + g(x)u

y = h(x) + j(x)u

Hill & Moylanの定理, 1976:
このシステムが可微分ストレージ関数 V (x)によって供給率

s(u, y) = uT y − ρyT y − νuTu

に関して散逸的となるための必要十分条件は、ある kに対して、関
数 q : �n → �k, W : �n → �k×m が存在し、以下を満たすこと。

LfV = −1

2
q(x)T q(x)− ρh(x)Th(x)

LgV (x) = h(x)T − 2ρh(x)T j(x)− qT (x)W (x)

W (x)TW (x) = −2νI + j(x) + j(x)T − 2ρj(x)T j(x)
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Hill & Moylanの定理により、次がなりたつ。
IFPと相対次数: 正の ν に対して IFP(ν)ならば、j(x)は正則で
ある。すなわち相対次数 0である。

証明: ρ = 0なので、j(x) + j(x)T = 2νI +W (x)TW (x)が正定とな
り、なりたつ。

受動的な系のストレージ関数 (重要): j(x) = 0な系がストレージ
関数 V (x)に関して受動的ならば、

LfV ≤ 0

LgV (x) = h(x)T

つまり、u = 0のときに Lyapunov安定で、かつ出力の関数は上の等式
によって厳密に制約を受ける。
証明: ρ = ν = 0なので、W (x) = 0。あとは Hill & Moylanの定理よ
り自明。
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受動的な系の相対次数: j(x) = 0な系がストレージ関数 V (x)に
関して受動的、かつm個の各出力が独立ならば、その系は、原点
近傍で相対次数 1である。すなわち (Lgh)(0)は正則である。

証明: ∂V/∂x(0) = 0であることを考慮すると、

∂h

∂x
(0) =

(
gT

∂2V

∂x2

)
(0)

となるが、∂2V/∂x2(0)はその準正定性より、RTRとおける。出力の独
立性より、∂h/∂xはフルランクを持つので、rankRg(0) = mである。
よって、

rank (Lgh)(0) = rank {g(0)TRTRg(0)} = m

となる。
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Hill & Moylanの定理を受動的な線形系に適用しよう。
正定なストレージ関数をもつ受動的な線形系:
線形系

ẋ = Ax+Bu, y = Cx+Du

が受動的で正定の二次形式のストレージ関数 V (x) = xTPx/2 (P >
0)を持つとすると、適当な行列 L, W が存在して次がなりたつ。

PA+ATP = −LTL

PB = CT − LTW

WTW = D +DT

特にD = 0のとき、

PA+ATP ≤ 0

PB = CT
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正実性 (Positive Real):

入出力数が等しい線形系H(s) = C(sI−A)−1B+D (最小実現だと
仮定する)が次の条件を満たすとき、その系は正実である (positive
realである)という。
1. Re (λi(A)) ≤ 0, i = 1, . . . , n
2. H(jω) +H(−jω)T ≥ 0, ∀ω /∈ λi(A)
3. Aの虚軸上の固有値 siは単純でその留数行列 lim

s→si
(s−si)H(s)

はエルミート行列かつ準正定である。

Positive Real Lemma:
線形系が正定なストレージ関数を持ち受動的であるなら、正実であ
る。
逆に、H(s)が正実なら、その最小実現は、正定なストレージ関数
を持ち受動的である。
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強正実性 (Strictly Positive Real):

入出力数が等しい線形系H(s) = C(sI − A)−1B +D (最小実現と
仮定)が次の条件を満たすとき、その系は強正実であるという。
1. Re (λi(A)) < 0, i = 1, . . . , n
2. H(jω) +H(−jω)T > 0, ∀ω /∈ λi(A)
3. H(∞) + H(∞)T > 0 あるいは lim

ω→∞ω2(m−q) det[H(jω) +

H(−jω)T ] > 0、ただし、q = rank[H(∞) +H(∞)]。

Kalman-Yakubovich-Popov Lemma: H(s)が強正実である必要
十分条件は、P > 0, L, W , ε > 0が存在し、

PA+ATP = −LTL− εP

PB = CT − LTW

WTW = D +DT

となること。特にD = 0ならば、PA+ATP < 0, PB = CT。
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セクタ型非線形要素の定義は何通りかある。
本講義では、Vidyasagarの定義を関数の場合に限定し、さらに不等号
の等号を取り去ったものを採用する。

局所リプシッツで静的な関数 y2 = φ(u2)に対して、⎧⎨
⎩
∥∥∥y2 − α+β

2 u2

∥∥∥2

<
∥∥∥β−α

2 u2

∥∥∥2

(u2 
= 0)

y2 = 0 (u2 = 0)

であるならば、これを (α, β)のセクタ型非線形要素という。

β = ∞の場合は極限をとって、{
uT
2 y2 > αuT

2 u2 (u2 
= 0)

y2 = 0 (u2 = 0)
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スカラー入出力の場合は、{
αu2

2 < u2y2 < βu2
2 (u2 
= 0)

y2 = 0 (u2 = 0)

2u

2y

22 uy α=

22 uy β=



絶対安定性

はじめに

非線形システムの表現

解の存在と一意性

厳密線形化とは

入出力厳密線形化

ゼロダイナミクス

状態厳密線形化

Lyapunov 安定論

散逸性

受動性

非線形系の安定余裕

セクタ型非線形要素

絶対安定性

十分条件

線形の FB 余裕

線形の FB 余裕

円盤余裕と positive real

円盤余裕と IFP/OFP

機械系の制御

制御リアプノフ関数

システム制御理論特論 2014 年前期 – 115 / 154

下記の図で、すべての(α, β)のセクタ型非線形要素に対して、その
フィードバック結合が大域的漸近安定ならば、システム 1は、(α, β)の
セクタ型非線形要素に対して絶対安定であるという。

System 10
–

+
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また、システム 1は直達項を持たずに、ゼロ状態可検出とする。
(α, β) (β > 0)のセクタ型非線形要素に対して絶対安定であるため
の十分条件は、システム 1と (1/β)Iの単純ゲインとの並列接続が、
放射状に非有界な微分可能ストレージ関数 V (x)を持ち OFP(−k)
であることである。ここで、k = αβ/(β − α)である。

System 10
–

+

I)/1( β

I)/1( β

1u
1y

2u

+
+

2y

1y

2u
+

+
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証明 OFP(−k)であることより、

V̇ ≤ ȳT1 (u1 + kȳ1) = −ū2(y2 − kū2)

ここで、セクタの定義式に ū2 = u2 + y2/β を代入すると、
ū2(y2 − kū2) > 0 (ū2 
= 0)が得られる。よって、V̇ < 0 (y1 
= 0)とな
り、ゼロ状態可検出性より、全系は大域的漸近安定。

System 10
–

+

I)/1( β

I)/1( β

1u
1y

2u

+
+

2y

1y

2u
+

+
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この十分条件は、

System 1
–

+

I)/1( β

1u 1y
+

+

)/( α−βαβ

'u 'y
において、u′ から y′ までの系が受動的になることと同義である。

さらに、u′ = β/(β − α) · (u1 + αy1), y′ = u1/β + y1 となるので、

System 1
–

+

I)/1( β

1u 1y +

+

Iα
''u 'y

なる系が受動的になることとも同義である。
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これをさらに計算すると、

V̇1 ≤ u′′T y = (u1 + αy1)
T (u1/β + y1)

=
α+ β

β

{
uT
1 y1 +

1

α+ β
uT
1 u1 +

αβ

α+ β
yT1 y1

}

となる。つまり、
先の十分条件は、システム 1が供給率、

uT y +
1

α+ β
uTu+

αβ

α+ β
yT y

に関して散逸的となることと同義である。
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直達項を持たない SISO線形系 G0(s)のナイキスト線図を考える。
簡単のため、G0(s)の根は虚軸上に無いとし、複素平面の右半面に p個
の極をもつとする。
ゲイン余裕 (Gain Margin): システムが (α, β)のゲイン余裕を持つと
は、ナイキスト線図が、−1/κ+ j0 (∀κ ∈ (α, β))を反時計方向に p回
だけ回ることである。

β
− 1

α
− 1

Re

Im

セクタ余裕 (Sector Margin): システムが (α, β)のセクタ余裕を持つ
とは、セクタ (α, β)に対して絶対安定となることである。
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円盤余裕 (Disc Margin): システムがD(α, β)の円盤余裕を持つとは、

ナイキスト線図が、−1

2

(
1

α
+

1

β

)
+ j0を中心として半径

1

2

(
1

α
− 1

β

)
の円盤 (縁は含まない)に接触せず、反時計方向に p回だけ回ることで
ある。
この円盤をD(α, β)と表記する。

β
− 1

α
− 1

Re

Im

(ゲイン余裕) ⊃ (セクタ余裕) ⊃ (円盤余裕)



円盤余裕と positive real

はじめに

非線形システムの表現

解の存在と一意性

厳密線形化とは

入出力厳密線形化

ゼロダイナミクス

状態厳密線形化

Lyapunov 安定論

散逸性

受動性

非線形系の安定余裕

セクタ型非線形要素

絶対安定性

十分条件

線形の FB 余裕

線形の FB 余裕

円盤余裕と positive real

円盤余裕と IFP/OFP

機械系の制御

制御リアプノフ関数

システム制御理論特論 2014 年前期 – 122 / 154

β > 0とする。
円盤余裕と positive realの関係:

� もし、G0(s)がD(α, β)の円盤余裕を持つならば、

Ḡ(s) =
G0(s) + (1/β)

αG0(s) + 1

は strictly positive real。
� G0(s)のナイキスト線図が円盤D(α, β)に接触はしないが、D(α, β)
を p回よりも少なく回ったとき、Ḡ(s)は positive realではない。

非線形の絶対安定性では、

System 1
–

+

I)/1( β

1u 1y +

+

Iα
''u 'y

が受動的になることが十分条件。

　System 1が線形系G0(s)のとき、

L[y′]
L[u′′]

=
G0(s) + (1/β)

αG0(s) + 1 同じ
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結局、線形系では positive real = 受動性であり、伝達関数の世界では
いつも可観測であるから、以下の結果が得られる。
円条件 (Disc Criterion): もし、G0(s)が D(α, β)の円盤余裕を持つ
ならば、(α, β)のセクタ余裕を持つ。

逆は成り立たない。
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可制御・可観測な線形系に対して以下の事実が成り立つ。

OFPと円盤余裕: 以下の 3つは等価である。

1. ある正の値 εが存在して、系が OFP(−α+ ε)
2. 円盤余裕D(α,∞)を持つ。
3. すべての IFP(ν) (ν ≥ α)で大域的漸近安定な線形系とのフィー

ドバック結合が大域的に漸近安定となる。

IFPと円盤余裕: もし、ある正の値 εが存在して、系が IFP(−1/β+ε)
ならば、円盤余裕D(0, β)を持つ。逆も真。

−1 / α

　　　　

−1 / β



受動性を用いた機械系の制御

はじめに

非線形システムの表現

解の存在と一意性

厳密線形化とは

入出力厳密線形化

ゼロダイナミクス

状態厳密線形化

Lyapunov 安定論

散逸性

受動性

非線形系の安定余裕

機械系の制御

解析力学の復習

普通の機械系では

Hamiltonian

ルジャンドル変換

正準方程式

受動性

係数 FB

ポテンシャル関数の改変

正準変換
二次のポテンシャルの
場合

例題

制御リアプノフ関数

システム制御理論特論 2014 年前期 – 125 / 154



解析力学の復習

はじめに

非線形システムの表現

解の存在と一意性

厳密線形化とは

入出力厳密線形化

ゼロダイナミクス

状態厳密線形化

Lyapunov 安定論

散逸性

受動性

非線形系の安定余裕

機械系の制御

解析力学の復習

普通の機械系では

Hamiltonian

ルジャンドル変換

正準方程式

受動性

係数 FB

ポテンシャル関数の改変

正準変換
二次のポテンシャルの
場合

例題

制御リアプノフ関数

システム制御理論特論 2014 年前期 – 126 / 154

このページから数ページかけて解析力学を復習しよう。

一般化位置: q = (q1, . . . , qn)
T

外力: u = (u1, . . . , un)
T

運動エネルギー: T (q, q̇)
ポテンシャルエネルギー: W (q)
Lagrangian (Lagrangeanと書く人もいる): L = T −W

Euler-Lagrange方程式:

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= ui, i = 1, . . . , n

ベクトル表記すると、

d

dt

[
∂L

∂q̇

]T
−

[
∂L

∂q

]T
= u
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普通の力学系では、運動エネルギーは、

T (q, q̇) =
1

2
q̇TM(q)q̇

のように二次形式で書ける。ここで、M(q)は慣性行列で正定対称。

このときの、Euler-Lagrange方程式:

M(q)q̈ + c(q, q̇) + g(q) = u

c(q, q̇) = c1(q, q̇) + c2(q, q̇)

c1(q, q̇) =

[
∂(M(q)q̇)

∂q

]
q̇ (コリオリ力),

c2(q, q̇) = −1

2

[
∂(q̇TM(q)q̇)

∂q

]T
(遠心力)

g(q) =

[
∂W

∂q

]T
(重力項)
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一般化運動量: p =

[
∂L

∂q̇

]T
その逆変換: q̇ = φ(p, q)

Hamiltonian:

H(p, q) =
[
q̇T p− L(q, q̇)

]∣∣
q̇=φ(p,q)

運動エネルギーが二次形式 T = q̇TM(q)q̇/2の場合

一般化運動量: p = M(q)q̇

Hamiltonian: H =
1

2
pTM(q)−1p+W (q)

H を q, q̇で表現しなおすと、

H =
1

2
q̇TM(q)q̇ +W (q) = T +W
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Lの微小変位: dL =

[
∂L

∂q̇

]
dq̇ +

[
∂L

∂q

]
dq

p, q̇, Lで表現したときの、H の微小変位: dH = q̇T dp+ pT dq̇ − dL

dLを代入すると、pの定義より pT dq̇の項がキャンセルされ、

dH = q̇T dp−
[
∂L

∂q

]
dq

したがって [
∂H

∂p

]
= q̇T[

∂H

∂q

]
= −

[
∂L

∂q

]

　H を p, qで表したときの偏微分 Lを q, q̇で表したときの偏微分

このような変数変換を Legendre変換という。
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Euler-Lagrange方程式より、

ṗ =

[
∂L

∂q

]T
+ u

この式と、先に得られた関係式より、次の式が得られる。
Hamiltonの正準方程式: p, qで表した運動方程式は

q̇ =

[
∂H

∂p

]T

ṗ = −
[
∂H

∂q

]T
+ u
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Port controlled Hamiltonian system: 入出力付のHamiltonian sys-
tem

q̇ =

[
∂H

∂p

]T

ṗ = −
[
∂H

∂q

]T
+ u

y =

[
∂H

∂p

]T
(= q̇)

Ḣ = uT y

Port controlled Hamiltonian systemは H をストレージ関数として
受動的
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これ以降は、Port-Controlled Hamiltonian Systemの制御を考える。
仮定:

� 運動エネルギーが、二次形式 T = q̇TM(q)q̇/2 = pTM(q)−1p/2の
形をしていると仮定 (M(q) ≥ M0 > 0)。

� ポテンシャルエネルギーW (q)の最小値が存在すると仮定。その
最小値を 0と置いても一般性は失われない。

単純に u = −ky = −kq̇なるフィードバックを施せば、Ḣ = −kyT y =
−kq̇T q̇。つまり p → 0 (t → ∞)となり、系は安定化される。さらに、
W が qに関して正定かつ放射状に非有界で ∂W/∂q 
= 0 (x 
= 0)なら
ば、不変定理より系は大域的に漸近安定。

u = −kq̇なるフィードバック (D制御):
　　　W (q) = 0となる平衡点に対して漸近安定

ポテンシャル関数W を別なものにできれば都合が良い
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希望するポテンシャル関数: W (q) (qに関して正定かつ放射状に非有
界で、∂W/∂q 
= 0 (x 
= 0))
新しい Hamiltonian: H̄(p, q) = H(p, q)−W (q) +W (q)

　　　 = T (p, q) +W (q)

[
∂H

∂p

]T
=

[
∂H̄

∂p

]T
,

[
∂H

∂q

]T
=

[
∂H̄

∂q

]T
+

[
∂W

∂q

]T
−

[
∂W

∂q

]T

正準方程式に代入

q̇ =

[
∂H̄

∂p

]T

ṗ = −
[
∂H̄

∂q

]T
−

[
∂W

∂q

]T
+

[
∂W

∂q

]T
+ u

y =

[
∂H̄

∂p

]T
(= q̇)
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新しい Hamiltonianに関して正準方程式の形になるように、フィード
バックを決める。

入力変換 (フィードバック): u = g(q)−
[
∂W

∂q

]T
+ ū

変換後の port controlled Hamiltonian system:

q̇ =

[
∂H̄

∂p

]T

ṗ = −
[
∂H̄

∂q

]T
+ ū

y =

[
∂H̄

∂p

]T
(= q̇)

� 正準変換、つまりハミルトニアンの改変+入力変換で、別の port
controlled Hamiltonian systemが導かれる。

� 変換後のシステムも受動性を満たし、ū = −kyで安定化可能。今度
は、設計者が選んだポテンシャル関数の底に収束。
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新しいポテンシャル関数が二次形式の場合を考える。

W =
k1
2
(q − q0)

T (q − q0)

ただし、k1 > 0で、q0 は qの目標値。
すると、入力変換の式は、

u = g(q)− k1(q − q0) + ū

となる。

さらに、ū = −k2y = −k2q̇ (k2 > 0)とすれば、W (q) = 0なる点 (上
記の場合は q0)に大域的に漸近安定。
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二次形式ポテンシャルの場合の最終的なコントローラ:

u = g(q) − k2q̇ − k1(q − q0)

� g(q): 重力項の補償
� −k2q̇: 仮想的な粘性摩擦項。D(微分)-制御。
� −k1(q − q0): 位置制御項。P(比例)-制御。

重力項補償した後に PD制御すれば大域的に漸近安定

非線形システムであるにもかかわらず、
重力項補償+線形フィードバックのみで大域的に漸近安定化できる。

⇒ 元々のダイナミクスの持つ性質を利用した制御
(dynamic-based control)
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θ

O

P

z

m
τ

� 質量 m のおもりが摩擦のな
いレール上を滑っている。

� そのおもりは 2つのバネで支
えられ、その合成バネ定数は
K。

� 点Oを中心にして回転し、図
の OPの長さは L。

� 質量mのおもりを除いた重心
は Oに一致し、質量mのお
もりを除いた部分の慣性モー
メントは J。

� 重力加速度を Gとおく。
� 回転軸はトルク τ で駆動され
ている。→ 入力

� 線形近似の可制御性条件
LK 
= mGが成り立つ。
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� Pを基準にした質量mの位置を z、鉛直下方を基準とした OPの
角度を θとする。

� 一般化位置ベクトルを q = (q1, q2)
T = (θ, z)T , 一般化速度ベクトル

を q̇ = (q̇1, q̇2)
T = (θ̇, ż)とおく。また qに対応する一般化運動量ベ

クトルを pとおく。
� 制御入力は u = τ , 状態は x = (qT , q̇T )T = (θ, z, θ̇, ż)T、あるいは

x̃ = (qT , pT )T とする。

運動エネルギー:

T =
J

2
θ̇2 +

m

2
{(z2 + L2)θ̇2 + 2Lθ̇ż + ż2}

=
1

2
q̇TM(q)q̇ =

1

2
q̇T

[
J +m(L2 + z2) mL

mL m

]
q̇

ポテンシャルエネルギー:

U =
K

2
z2 +mg(L+ ym) =

K

2
z2 +mg{L(1− cos θ) + z sin θ}
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ラグランジアン: L = T − U
オイラー・ラグランジュ方程式:

M(q)q̈ + c(q, q̇) =

(
τ
0

)

c(q, q̇) =

(
2mzθ̇ż +mG(z cos θ + L sin θ)

−mzθ̇2 +Kz +mG sin θ

)

一般化運動量: p = M(q)q̇

ハミルトニアン: H =
1

2
pTM(q)−1p+ U(q)

正準方程式:

q̇ =
∂H

∂p
(= q̇)

ṗ = −∂H

∂q
+

(
τ
0

)
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実は、このハミルトニアンは正定関数でない。

改変されたハミルトニアン: H̄ = H +
k1
2
q21

H̄(x̃)は、k1 > m2G2/K ならば、正定関数。

入力変換: u = −k1q1 + v
変換後の正準系:

q̇ =
∂H̄

∂p
(= q̇)

ṗ = −∂H̄

∂q
+

(
v
0

)

y =
∂H̄

∂p1
= q̇1

これは、受動的。
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ゼロ状態可検出性を検証する。y = 0, u = 0のとき、q1 = θ = θ0
(const.), θ̇ = 0, θ̈ = 0であるが、このとき運動方程式は、

mLz̈ +mG(z cos θ0 + L sin θ0) + k1θ0 = 0

mz̈ +Kz +mG sin θ0 = 0

z̈を消去すると、
k1θ0 = z(LK −mG cos θ0)

LK −mG cos θ0 
= 0ならば、zについて解くことができ、zは定数 z0。
z = z0, ż = 0, z̈ = 0を再度代入し、今度は z0 を消去すると、

Kk1θ0 +mG(KL−mG cos θ0) sin θ0

= Kk1θ0 +mGKL sin θ0 − m2G2

2
sin 2θ0 = 0

k1 > max{m2G2/K,mG(KL+mG)/4}に対し、右辺の符号は θ0の符
号と一致し、θ = θ0 = 0。また、θ0 と z0 の関係式より、z = z0 = 0。
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もし、LK −mG cos θ0 = 0ならば、z̈を消去した式より、θ0 = 0。これ
は、LK = mGのようにパラメータを選んだときしか現れない。(共鳴
条件)
線形近似系の可制御性より共鳴条件は成り立たないので、
LK −mG cos θ0 
= 0が結論できる。

以上により、ゼロ状態可検出性が成り立つので、フィードバック
y = −k2yは原点を大域的漸近安定化する。

漸近安定化制御則
u = −k1q1 − k2q̇1

ただし、k1 > max{m2G2/K,mG(KL+mG)/4}, k2 > 0。
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前提: あるシステム:

ẋ = f(x) + g(x)u

に対して、ある状態フィードバック制御則 u = α(x)が設計され、ある
放射状に非有界な Lyapunov関数 V (x)のもとで閉ループ系:

ẋ = f̃(x) = f(x) + g(x)α(x)

が大域的漸近安定とする。

さて、そのとき V (x)が満たすべき条件を求めよう。
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V̇ =

[
∂V

∂x

]
{f(x) + g(x)α(x)}

= LfV (x) + (LgV (x))α(x) < 0, (x 
= 0)

であるから、
一見、α(x)を LgV と反対の符号で大きくとれば、必ず V̇ は負にできる

しかし、LgV (x) = 0なる点においては、V の微分に入力 u = α(x)は
直接効かない。
⇒ そのような点で LfV < 0 (x 
= 0)である必要。

リアプノフ関数 V (x)の必要条件:

LgV (x) = 0かつ x 
= 0なる点 xにおいて、LfV (x) < 0.

この条件は、制御則 α(x)によらずに成り立たねばならない。
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制御リアプノフ関数 (Control Lyapunov function, clf):

関数 V (x)が、系 ẋ = f(x) + g(x)uに対して制御リアプノフ関数
(clf)であるとは、
� V (x)は滑らかで放射状に非有界な正定関数
� LgV (x) = 0かつ x 
= 0なる点で、LfV (x) < 0

が成り立つことである。

これは、閉ループ系のリアプノフ関数の必要条件。

次のページ以降では、逆に、clfが存在すれば、(原点付近で入力が発散
する場合を許容して、) 系を漸近安定化する状態フィードバック制御則
αs(x)が作れることを示そう。
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Clf V (x)が存在するなら、
Sontag-type制御則:

u = αs(x) =⎧⎪⎨
⎪⎩−LfV +

√
(LfV )2 + (LgV (LgV )T )2

LgV (LgV )T
(LgV )T , LgV 
= 0

0, LgV = 0

は、系を漸近安定化する。

つまり、漸近安定化するだけが目的ならば、制御則そのものを設計する
かわりに、clfを見つけることで、目的は達成できる。
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Sontag-type制御則により系が漸近安定化されることを、確認する。
Sontag-type制御則のもとでの clf V (x)の時間微分を計算する。

� LgV 
= 0のとき:

V̇ = LfV + LgV αs(x)

= LfV −
{
LfV +

√
(LfV )2 + (LgV (LgV )T )2

}
= −

√
(LfV )2 + (LgV (LgV )T )2 < 0

� LgV = 0, x 
= 0のとき:

V̇ = LfV < 0

つまり、V̇ は負定　⇒ よって、系は大域的に漸近安定となる。
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Sontag-type制御則には、LgV が 0かどうかの条件判定が付いている
が、αs(x)は LgV = 0の面を境に不連続とならないであろうか?

補題: 関数

φ(a, b) =

⎧⎨
⎩
0, if b = 0 and a < 0

a

b

−a+
√
a2 + b2

b
, elsewhere

は、S = {(a, b) ∈ �2 | b > 0 or a < 0}上で実解析的である。

証明: pに関する 2次方程式、F (a, b, p) = bp2 − 2ap− b = 0を考える。
これの S 上での解は p = φ(a, b)である (b = 0, a < 0なる係数も含む)。

∂F

∂p
(a, b, φ(a, b)) = 2

√
a2 + b2 
= 0, (a, b) ∈ S

であるから、陰関数定理より、φ(a, b)も実解析的である。
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原点近傍以外での解析性:
V (x)が制御リアプノフ関数ならば、Sontag-type制御則 αs(x)は原
点近傍を除き実解析的である。

証明: 前ページの補題に、a = LfV , b = LgV (LgV )T を代入して考
える。

αs(x) =

{
0, x = 0

−φ(LfV, LgV (LgV )T )(LgV )T , x 
= 0

であるので、明らかに、αs(x)は原点近傍を除き実解析的である。
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原点近傍では、Sontag-type制御則はどうなっているのであろうか。
LgV = 0

LfV < 0

αs(x) → 0

αs(x) → 0

αs(x) → ????

αs(x) → ????

LfV > 0の領域から近づく場合は、αs(x)が何に漸近するかは、一概に
言えない。(LgV と LfV の原点近傍の xに関するオーダーの問題)
　　　⇒ 原点で αs が発散する可能性。
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小入力特性 (Small Control Property, scp): Clf V (x)が、小入力
特性を満たしているとは、原点近傍で連続な制御則αc(x) (αc(0) = 0)
が存在して、

LfV (x) + LgV (x)αc(x) < 0, ∀x 
= 0

となることである。

Scpのもとでの Sontag-type制御則の連続性: Scpが満たされる、
すなわち V (x)を Lyapunov関数とし原点でゼロとなるような原点近
傍で連続な制御則が 1つでもあれば、Sontag-type制御則も連続で
ある。

証明は次のページ
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証明: 原点以外では解析的であるので、原点周りだけを調べればよい。

|LfV | ≤ |LgV ||αc|, LfV ≥ 0

であるので、

|αs| ≤ |αc|+
√

|αc|2 + |LgV |2, LfV ≥ 0

である。一方、
|αs| ≤ |LgV |, LfV ≤ 0

である。αc, LgV ともに連続であるから、αs も連続。

Scpを満たす clf V (x)が存在すれば、Sontag-type制御則を用いるこ
とにより大域的漸近安定可能
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実は逆もいえて、必要十分条件となる。
定理: 解析的な系 ẋ = f(x) + g(x)u f(0) = 0が、原点でゼロとなる
連続な状態フィードバック制御則によって、大域的漸近安定化できる
ための必要十分条件は、scpを満たす無限界微分可能な clf V (x)が存
在することである。

ここでは、clfは解析的ではなく無限回微分可能に弱められている。こ
れは逆リアプノフ定理の制限によるもの。

結論としては、

もし原点でゼロになる連続状態フィードバック制御則で大域的漸近安
定化が可能であるようなシステムに対しては、常に、scpを満たす無
限回微分可能な clf V (x)が存在し、Sontag-type制御則は連続とな
り大域的漸近安定化が達成される。
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